UBER REIBUNG UND DISSIPATION IN DER ATMOSPHARE

VON

TH. HESSELBERG
(Einge]iefe;t am 19. Februar 1924)

1. Wegen der Turbulenz findet in mehr oder weniger unvermittelter Weise Luftmischung
und Austausch zwischen den verschiedenen Luftschichten statt.

Durch den Austausch von Luftpartikeln zwischen zwei Nachbarschichten wird
kinetische Energie von der einen Schicht in die andere iiberfiihrt. Das Resultat davon
ist eine sehr grosse scheinbare Viskositiit, die man findet, so lange man nur die
grossen ausgeglichenen Bewegungen betrachtet, die unsere gewohnlichen meteoro-
logischen Beobachtungen geben.

Die ungeordneten Bewegungen bringen Luftpartikeln nahe aneinander, die von
verschiedenen Luftschichten herriihren und verschiedene Geschwindigkeiten haben.
Man erhilt deshalb grosse Geschwindigkeitsdifferenzen auf kurze Entfernungen, und
infolgedessen werden bedeutende Mengen Bewegungsenergie durch Reibung in Wirme
iibergehen. :

Im folgenden sollen einige Gedanken iiber diese ungeordneten Bewegungen und

die von ihnen hervorgerufenen grossen Reibungskriifte und grossen Dissipation der
Bewegungsenergie dargestellt werden.
Unsere gewohnlichen meteorologischen Instrumente geben Werte, bei denen die kurz-
periodischen Schwankungen der Elemente ausgeglichen worden sind. Ein gewdhn-
liches Barometer z. B. gibt nicht den wirklichen Luftdruck, sondern einen zeitlich
ausgeglichenen Wert des Druckes, Zeichnet man dann auch Karten iiber die Ver-
teilung des Luftdrucks, so wird auch eine riumliche Ausgleichung ausgefiihrt. Das-
selbe ist auch der Fall mit allen anderen Elementen und es sind diese rium-
lich und zeitlich ausgeglichenen Felder, die wir behandeln kénnen, und nicht
die wirklichen Felder, wo die Verteilung der Elemente eine ungeordnete ist. Je
mehr Beobachtungen zur Verfiigung stehen, desto mehr wird die Darstellung einem
genauen Bild desjenigen Feldes nahe kommen, wo unur die kurzperiodischen und
lokalen Schwankungen ausgeglichen sind. -

Den ausgeglichenen Wert des Luftdruckes werden wir mit p bezeichnen, den
wirklichen mit p”. In derselben Weise werden wir fiir die anderen Elemente den
wirklichen Wert von dem ausgeglichenen durch Markierung unterscheiden. TIst des-
halb f der ansgeglichene Wert eines Elements, so ist f° dessen wirklicher Wert.
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Die Differenz zwischen dem wirklichen und dem ausgeglichenen Wert werden wir
mit /\ f bezeichnen:

ANf=f"—TF
S ist ein riumlich und zeitlich ausgeglichener Wert von f’. Diesen kann man mit

hinreichender Genauigkeit als ein gewdhnliches Raummittel definieren. Man bekommt
dann die folgende Beziehung zwischen f und f”:

f== [ra

wo dr ein Volumendifferential ist und das Volumen ¢ gross genug ist um diejen{ge
Ausgleichung zu geben, die unsere Behandlung fordert, d. h. J fdr muss gleich Null

sein. In gleicher Weise findet man, wenn man die Integration iiber eine Fliche o

f’:% f Fdo.

Es wird im allgemeinen vorteilbaft sein, die Fliche angenihert horizontal zu wihlen,
weil die Variation von f in horizontaler Richtung viel kleiner ist als in vertikaler
Richtung.

erstreckt:

I. Der Transport der Bewegungsgrisse,

Zunichst nehmen wir an, dass die ausgeglichene Geschwindigkeit ¢ ohne Richtungs
dnderung mit der Hohe zunimmt, und dass die vertikale Stabilitit*) konstant und
positiv ist. Spiter werden wir uns von diesen Einschriinkungen befreien kénnen.
Legen wir jetzt die Fliche ¢ tangentiel zur Geschwindigkeit v, so dass sie
eine angeniihert horizontale Stromfliche bildet, so wird von den ungeordneten Be-
wegungen dasselbe Volumen Luft durch die Fliche nach oben getrieben wie nach
unten. Nennt man denjenigen Teil von o6, wo die Bewegung nach unten geht o,
und denjenigen Teil, wo die Stromung nach oben geht, ¢,, so hat man: )

Nﬂw 01=Z73n-202,

WO /\Un., die mittlere ungeordnete Geschwindigkeit durch die Fliche ¢ nach unten
bedeutet, wihrend /\»,., die entsprechende mittlere Gleschwindigkeit nach oben ist.
Weiter hat man:

6, + 0y,= 0.

*) Giehe Th. Hesselberg: Uber die Stabilititsverhiltnisse bei vertikalen Verschiebungen in der

Atmosphire und im Meere. Ann. der Hydr. und mar. Met. 1919. Fiir die vertikale Stabilitat S
hat man:
r
7
E 5

wo y' der adiabatische und y der vorhandene Temperaturgradient ist, und & die absolute Tem.
peratur bedeutet.
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Aus diesen zwei Gleichungen erhilt man:

A\Un -3
Oy = —————
JA ST oA 2
/\Va-
UZLZ__A_M’_I__ g.
AVney+ Avneg

o

In der Fliche o werden sich wegen des vertikalen Austausches sowohl ab-
steigende wie aufsteigende Luftteilchen befinden. Krstere kommen von den oberen,
stirker bewegten Luftschichten und haben deshalb eine mittlere Geschwindigkeit
v 4 (8v),, wihrend letztere von den schwiicher bewegten, unteren Schichten kommen
und eine kleinere mittlere Geschwindigkeit v — (dv); haben. Der Uberschuss von
Greschwindigkeit der absteigenden Partikeln ist mit (dv), bezeichnet worden, um aus-
zudrucken, dass es sich nur um kleine Differenzen handelt. Entsprechend ist das
kleine Defizit von Geschwindigkeit der aufsteigenden Partikeln mit (dv)s bezeichnet
worden,

Ferner kommen die absteigenden Luftteilchen von potentiell wirmeren Schich-
ten und haben deshalb eine mittlere Temperatur & - (69),, wihrend die aufsteigen-
den Partikeln von potentiell kilteren Schichten kommen und deswegen eine niedrigere
mittlere Temperatur ¢ — (69); haben. Die absteigenden Luftteilchen werden dann
auch eine kleinere mittlere Dichte ¢ — (dp), haben, wihrend die aufsteigenden eine
grossere mittlere Dichte ¢ - (dg), haben.

Ist jetzt fiir irgend ein Element der mittlere Wert der absteigenden Partikeln
[ (8f); und der mittlere Wert der aufsteigenden Luftteilchen f— (8f), so hat man:

Jo=1f+ )] oy +[f —(5f)s] o3
Durch Einsetzung/der gefundénen Werte von o, und o, bekommt man:

() _ Aoy
O~ Avey

Wir konnen jetzt eine Vereinfachung bekommen, indem wir die Voraussetzung
benutzen, dass die Stabilitit konstant und positiv sein soll. Die auf- und abstei-
genden Luftmassen werden dann in gleicher Weise von dem Auftrieb gehemmt. Alle

Ursachen fiir die Verschiedenheit von Aw,., und /\v,.s fallen dann fort, und man hat:

Z;n1=&n2=&;n

Weiter bekommen wir:
g
0y = 0y =

=5
Of) = (&), =
Da f irgend ein Element bedeutet, gibt diese Gleichung:

(0v); = (0v), = O,
(69), = (09), = 39,
(d0), = (d¢), = do-
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4. Wir werden jetzt die Bewegungsgrosse dB’, suchen, die im Zeitdifferential d¢ durch

die Fliche o nach unten geht, indem Luftteilehen durch die Fliche ausgetauscht
werden. Man hat:

4B, — (0 —00) (v + ) 7S 3 dt— (o 4 30) (0 — 20) v 5 d
= (060 — vdg) A\vn 0 dt.

Fiir den Transport 4B, von Bewegungsgrosse pro Zeit und Flicheneinheit bekommen

dt

wir dann:

B, -—
(1) ddt = (00v — vdg) Avs

Fiir den Transport dM’, von Masse durch die Fliche ¢ nach unten hat man:

AdM’, = (o — 69)@%% dt — (o + 60)/\v % dt

= — 80 Av, o dt,
dM, _— N P
und der Massetransport —a pro Zeit und Flédcheneinheit wird:
M,
@) P do /\n.

Wird dieses in Gleichung (1) eingesetzt, so bekommt man:

aB, —_ dM,
@ — % Avt .

3)

Wir werden jetzt den Transport von Bewegungsgrosse durch eine Fliche o, suchen,
die horizontal ist, Wir haben dann nicht nur den Transport, der von den ungeord-
neten Bewegungen herriihrt, sondern auch einen Transport mit Hilfe der ausge-
glichenen Bewegung. Die vertikale Geschwindigkeit soll mit v, bezeichnet werden.
Man hat dann einen Transport dB', von Bewegungsgrosse nach unten:

dB', = (0 — 69) (v + ov) Av, %dt — (o + d0) (v— ov) Av, %dt — o0, dt . ..
= 08 A\, o.dt — (0 /\vs + ov.) vo,dt 1. . ... "

wo die Punkte Glieder hoherer Ordnung andeuten, die vernachliissigt werden kénnen.

Fiir den Transport dd—ljz von Bewegungsgrosse pro Zeit- und Flicheneinheit

bekommt man :

aB

(4) g = @ Av: 00 — (90 Av.+ ov,) v.

Fiir den Transport dM’, von Masse durch die Fliche 0, ﬁach unten, hat man:

M, = (@ — b) /\v. -dt— (e + 80) Avs % dt— ovodt,
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und der Massetransport %pro Zeit- und Flicheneinheit wird:

aM, -
® e —— b0 An— oo

Wird dieses in Gleichung (4) eingefiihrt, so bekommt man:

dB, —+ aM,
(6) 7 =g Av. dv+ v

II. Die ungeordneten Luftbewegungen,

6. In Abschnitt I haben wir vorausgesetzt, dass die Stabilitit S konstant wire. Um
von dieser Voraussetzung frei zu werden, wollen wir den Einfluss des Auftriebes auf
die ungeordneten Bewegungen betrachten,

Ein Luftteilchen soll sich zur Zeit { =0 in einer Hohe £, befinden und eine
vertikale Geschwindigkeit ¢/,., haben. Das Teilchen soll eine Temperatur haben,
die gleich der Mitteltemperatur in der Hohe z, ist. Das Teilchen wird sich dann
zur Zeit { in einer Hohe z befinden und wegen des Auftricbes einer vertikalen Be-
schleunigung

— SE—2p)

ausgesetzt sein, indem wir vorliufig den Einfluss der Temperaturleitung von der
Umgebung zum Partikelchen ausser Betracht lassen.

Wir setzen weiter voraus, dass die Reibung zwischen dem Teilchen und seiner
Umgebung vernachlissigt werden kann, und dass das Teilchen keinen neuen Impulsen
ausgesetzt wird. Die Bewegungsgleichung des Partikels ist dann:

d?z
7 R S (2 — 2,

Wenn S konstant und positiv ist, so findet man durch Integration:

Virg
z—2,=—sin St
0 V S V-
Das Partikelchen wird ungedampfte Schwingungen um seine Gleichgewichtslage aus-
fiihren, Die Schwingungsdauer 7' ist:

72"

~ VS
Setzt man hier §=10—5 was ungefihr den mittleren Verhiltnissen in der
Troposphire entspricht, so bekommt man: :

T = 1980 Sekunden,

Es sind also sehr langsame Schwingungen, welche der Auftrieb hervorrufen kann.
Wenn man voraussetzt, dass das Partikelchen wegen der Reibung an den um-
gebenden Luftmassen wihrend der Bewegung einer Kraft ausgesetst wird, die propor-
tional der Geschwindigkeit +/, und dieser entgegengerichtet ist, so kann die Beweg-
ungsgleichung des Partikelchens in folgender Weise geschrieben werden:

d2e dz
W=—-S(z——zo)-——2c—
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Wenn S > ¢? ist, so hat man hier die Losung:

v/

g— = —=—2_e~“sin /S — ¢t ¢

VE—

Man hat also gedimpfte Schwingungen, deren Schwingungsdauer :

T—_27
VS —¢
noch grosser ist als im ungedimpften Fall.

Wir werden nicht auf die Losungen fiir S ¢ eingehen, weil es sich hier nur
darum handelt zu zeigen, dass die Auftriebskrifte jedenfalls nur sehr langsame Schwing-
ungen hervorrufen konnen.

Wenn man auch den Einfluss der Wirmeleitung zum Partikelchen von den
umgebenden Luftmassen zugibt, so sicht man ohne weiteres, dass das Partikelchen
in der Hohe z dann einer Beschleunigung kleiner als 8 (z — z,) ausgesetzt wird, Die
Schwingungsdauer wird also noch grosser wie in den oben behandelten Fllen,

Man kann deshalb annehmen, dass man in der Troposphire mit Schwingungs-
dauern von mehr als einer halben Stunde zu rechnen hat, wenn der Auftrieb die
treibende Kraft sein soll. Im Laufe dieser Zeit wird das Partikelchen ohne Zweifel
so viele Impulse von den ungeordneten Bewegungen der umgebenden Luftmassen
erhalten, dass diese Schwingungen nie rein auftreten werden.

Neuere Untersuchungen haben nicht nur gezeigt, dass alle meteorologische Elemente
kurzperiodischen Schwankungen unterworfen sind, sondern haben auch die Gréssen-
ordnung der Variationen und ihre mittlere Schwankungsdauern feststellen kénnen.

Ein gewdhnlicher Barograph ist z. B. zu triige, um die kurzperiodischen Schwank-
ungen im Luftdruck zu zeigen. Die Mikrobarographen und die Variographen geben
indessen solche. Ks soll hier besonders auf die Untersuchungen von Robitsch*) hin-
gewiesen werden. In seiner Arbeit «Periodizititen im Gange des Luftdrucks ete.»
8. 141 sagt er:

«Der Luftdruck schwankt bestindig. Auch ein gut abgedéimpfter Variograph
zeigt diese Druckunruhe zu jeder Zeit, zumal man die Empfindlichkeit des Instru-
mentes sehr gross wihlen muss, um derartige Schwankungen, die nur eine ganz geringe
Amplitude besitzen, - verfolgen zu kénnen. Fig. 7 zeigt die Registrierung dieser
Druckunruhe. Die Perioden sind so kurz, dass man sie am besten mit der Stoppuhr
feststellt. Sie zeigen ein Hiufigkeitsmaximum bei einer Dauer von 10 Sekunden.
Dies ist aber die mittlere Dauer der Periode der Elementarschwarikungen des Windes.
Die Zusammenhérigkeit beider Faktoren scheint also klar, weniger aber der Zusam-
menhang, in dem die Faktoren ursiichlich zueinander stehen. Wir haben es hier
entweder mit reellen, der Windstruktur parallel laufenden Druckschwankungen zu
tun, oder es handelt sich um den Rest von Saug- und Stauwirkungen, der durch die
Démpfung der Variographen nicht ausgeschaltet wurde. Auch kénnen sich beide
Einfliisse superponieren,»

In einem Brief schreibt er mir weiter:

«Die Amplituden dieser kiirzesten Schwingungen richten sich nach der Wind-
stirke. Sie zeigen den gleichen tiglichen Gang wie diese.»

M. Robitsch: Periodizititen im Gange des Luftdrucks und der Lufttemperatur. Die Arbeiten des

Preuss. Aeron. Observatoriums bei Lindenberg. XIV. Band. Wissenschaftliche Abhandlungen.
Braunschweig 1922.
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Uber die Grossenordnung der Amplitude sagt er weiter nichts. In der oben
erwihnten Fig. 7 ist aber eine Registrierkurve wiedergegeben, welche die Druck-
unruhe angibt. In der Kurve bedeutet ein Ausschlag von einem Millimeter cine
Druckinderung von 0.0006 mm. Quecksilber pro Sekunde. Da die Kurve Aus-
schlige von 6 bis 12 mm. zeigt, hat man in diesem Fall kurzperiodische Druck-
iinderungen von im Maximum 0.0072 mm. Quecksilber pro Sekunde. Da die mitt-
lere Periodenlinge etwa 10 Sekunden betriigt, so hat man kurzperiodische Druck-
schwankungen von nur einigen Hundersteln mm Quecksilber. Dieses stimmt mit
ciner miindlichen Erliuterung von Wenger, der mir die Grossenordnung 10~* bis
10 =1 mbar angab.

Robitsch hat offenbar seine Zweifel, ob diese Druckunruhe wirklich in der
Atmosphiire vorkommt, ob sic nicht vielmehr von den Aufstellungsbedingungen des
Variographen herrithrt. Dazu kann indessen bemerkt werden, dass Winduaruhe von
Druckunruhe begleitet sein diirfte. Denn wenn der Wind kurzperiodischen, ungeord-
neten Schwankungen unterworfen ist, so miissen auch in der freien Atmosphire lokale
Saug- und Stauwirkungen auftreten, da die ungeordneten Bewegungen bald Luftteil-
chen gegeneinander pressen und bald voneinander treiben werden.

Die Unruhe des Windes ist besonders von englischen Meteorologen und in
der letzten Zeit auch von deutschen untersucht worden. Die Unruhe des Windes ist
eine sehr grosse, sowohl in Richtung wie in Stiirke.. Robitsch*) gibt z. B. an, dass:

«Die Schwankungsamplitude des extrem bdigen Windes steht in naher lincarer
Abhiingigkeit za der mittleren Windgeschwindigkeit. Sie besitzt etwa den 1.7 fachen
Betrag der letzteren. Die absoluten Windextreme liegen bei solchen Winden etwa
bei Windwerten, die dem 1.9 fachen bzw. 0.2 fachen des Windmittels entsprechen.»

Weiter, hat man nach Taylor**):

«A casual glance at the records was sufficient to assure me that a wide velo-
city-ribbon almost always corresponds with a wide direction-ribbon. That this is the
case is, in fact, a matter of common observation among meteorological observers, but
an examination of a few extra wide traces led to the conclusion that the average
cddie velocity across wind is actually about equal to the average component along

the wind direction, i. c.: v? =u’»
Es ist also keine Richtung im Horizontalplan, lings welcher die Schwankungen
besonders gross sind.

Da die Stabilitit S alzu klein ist, nm merklich auf diese grossen kurzperiod-
ischen Schwankungen einwirken zu konnen, ist kein Grund vorhanden dass. Aw:
ciner anderen Grossenordnung als Aw, und Aw, angehdren sollte. Man kann des-
halb annchmen, dass dic ungeordnete vertikale Geschwindigkeit derselben Grissen-
ordnung angehdrt wie die ungeordneten Geschwindigkeiten in der Horizountalebere.

Dicses ist auch in der Tat von Taylor durch Messungen direkt nachgewiesen
worden. Erwihnt kann anch werden, dass Ludewig**) wihrend einer Ballonfahrt
Vertikalgeschwindigkeiten von 3 m/sek. gemessen hat.

# M. Robitsch: Beitrige zur Kenntnis der Struktur des Bodenwindes, Die Arbeiten des Preuss.
Aeron. Observatoriums_bei Lindenberg. XIII Band. Wissenschaftliche Abhandlungen. Braun-
schweig 1919.

#%) (5. L. Taylor: Observations and Speculations on the Nature of turbulent Motion. Advisory Com-
mittee for Aeronautics. Reports and Memoranda (New Series) No. 345. Aungust 1917. TLondon,

##5) Tudewig: Die Messung vertikaler Luftstrome, Leipzig 1911,
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Ferner zeigen die Untersuchungen von Barkow?®), dass auch in der Temperatur
kurzperiodische Schwankungen vorhanden sind, und zwar von der Grossenordnung
10~* bis 10—* Grad Celsius. Spiter hat Robitsch**) diese Temperaturunruhe unter-
sucht, und eine genane Bezichung zwischen ihr und der Boigkeit des Windes ge-
funden. Er gibt einen Korrelationsfaktor zwischen den beiden Elementen von
0.95+ 0.01 an. ‘

Wir kennen jetzt die Grossenordnung der kurzperiodischen Schwankungen im Luft-
druck, im Wind und in der Temperatur. Bezeichnet man die Grossenordnung **) mig
Magn. (Verkiirzung von Magnitudo), so hat man:

Magn. A\ p =103 bis 10— cbar,
Magn. /\i— Magn. Ap, =109 bis 10 m/sck s

Magn. A\v, = 10° bis 10! m/sek., -
Magn. A\ — 102 bis 10— ° (.,

und dic mittlere Schwingungsdauer ist fiir alle etwa 10 Sckunden.

Auch in anderen Elementen kommen ohne Zweifel dhnliche Sehwankungen vor.
So hat man z. B. fiir die Dichte:

Lo Ap_ N
0 P 97

und man findet:
Magn. N\po = 10-7 his 106,

Schwankungen von dieser Grissenordnung hat man in einem festen Raumpunkt im
Laufe von etwa 10 Sekunden. Wir finden deshalb +):

Magn. o =10—* bis 103,

ot
Oy 0/, .
Magn. Y == Magn. bt’:lO—1 bis 109,
v, s
Magn.ﬁ—=10" bis 10,
Magll.%=10—3 bis 102,
Magn.%‘i=10—8 bis 107",

Es ist natiirlich anzunehmen, dass alle diese kurzperiodischen Schwankungen

wrsiichlich zusammengehdren, und dass sie alle von der Turbulenz der Bewegung
herriihren.

Wir konnen jetzt die Bewegungsgleichungen der ungeordncten Bewegungen verein-
fachen, indem wir Glieder vernachlissigen, die im Vergleich mit den iibrigen Gliedern
sehr klein sind.

E. Barkow: Die termische Struktur des Windes. Met. Zeitschr. 1912.

M. Robitsch : Untersuchungen iiber kurzperiodische Schwankungen der Lufttemperatur. Arleiten

des Preuss. Aeron. Observatoriums bei Lindenberg. XIIT. Band. Wissenschatliche Abhandlungen.
Braunschweig 1919.

Siehe Th. Hesselberg und A, Friedmann: Die Gréssenordnung der meteorologischen Elemente
usw. Verpff. des Geoph. Inst. der Univ., Leipzig. Zweite Serie. Bd. 1. H. 5.
Es ist moglich, dass die Periode kleiner als 10 Sekunden ist. In ¢

liesem Falle wiirde die Grossen-
ordnungen der lokalen Derivierten 10 mal grosser,
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Die Bewegungsgleichung der Komponente langs der X-Achse ist:

o', , 0, 0, , OV, ,op0 L, , s
B’tf—l"vlbix_i— 4 ?/T!/'—i—ﬂz bz == —da E—‘—'/LU!/""I’I 5+(-IR,U-

Hier ist:
A=2Rwsingp und » = 20 cos ¢,
wo @ die Rotationsgeschwindigkeit der Krde und ¢ die geographische Breite ist.

Weiter ist o das specifische Volumen und R, die Reibungskraft pro Volumeneinheit.

Wir kennen die Grossenordnung von einem Glied, nihmlich:

/
o'y,

Magn. Y

=10—"1 bis 109,

und kinnen diejenigen Glieder vernachlissigen, die klein sind im Verhiltnis zu diesem.

4

' . . o, . .
Fithrt man im Glied U'.vT;dell Wert o/, =v, 4+ Av, ein, so bekommt man:

7 bv’a: /7 bvx s bAU;L‘

Vo — Ve TV

wo das crste Glicd der Grossenordnung 10—* bis 10 —# ist und vernachlissigt werden
kann. Man hat also:

2 =Ty —
" T o’

4
y o'y, AU

und in dersclben Weise:

, O, , O/A\U, , Oy VAN
Vy=——=1v,—=" und v, =17, ="
oy oy 0z 0z

Weiter bekommt man:
Lo op | OAP\ _ OApP
”a—w+ﬁw@ﬁ“mﬁ—“am’

indem kleine Glieder vernichliissigt werden.

Die Glieder 1/, und »v, haben die Grosscnordnung 10 ~* bis 10 — 2 und konnen
vollig vernachlissigt werden,

Das Reibungsglied werden wir spiiter diskutieren, nachdem wir dic innere
Reibung in der Atmosphirc niher betrachtet haben.

Mit diesen Vereinfachungen wird die Bewegungsgleichung der Komponente
lings der X-Achse:

bAi'w 7 bAU-U ’ bAv.v ’ GL\’UJ . OAP '
4 7, 25 4 v, 2 oL L (R,

ot  dx

In gleicher Weise finden wir:

AH VAN PRJACE N A — b_/_l\_?f ’ 7o
ot + v Sz + v, Sy v, <t = —u« 5 + ¥,

Y
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Liings der Z-Achse lautet dic Bewegungsgleichung:

b’.’,z 4 bv,z 7 b'U’z 7 bv,& /b), J T
o Ty BV Ty =l AR

Fir das Glied (—g—a’%%) hat man:

. op’ op OAP op 0/N\p
T (—9"‘%2 Ty TR T A
Das Glied (—— g— a%z) ist von der Grossenordnung 10 —* bis 103 und kann
P

. . 0 . "
vernachlissigt werden.  Das Auftriebsglied (— A\ Ab];) wird von der Grossenord-
nung 102 bis 10 =2 sein und kann ebenfalls unberiicksichtigt bleiben. Endlich ist

das Glied Aa (1%22 nur 10—* bis 103 mal Glicd a(lé%} Wir bekommen dann:

s bp, 0/\p

AN " =

Die dritte Bewegungsgleichung wird also analog den zwei crsten:

v, = -

0N, , O A, , O\, , 0N, AAD r
*%tf—f— Va- é%—!—bz,—%——[— : élg = —a —DAZI + 1.

In Vektorform werden also die Bewegungsgleichungen ;

(1) b_,bAt}f +v NN\ v=—aVAp+ IR

In dieser Gleichung kennen wir vorldutig nur die Grossenordnung des crsten
Gliedes, die 10— bis 10° ist. In der Gleichung muss aber dann wenigstens noch
cin Glied dieser oder hoherer Ordnung sein. Durch die Reibung allein kann dic
Unruhe des Windes nicht entstehen, denn durch die Reibung wird eine schon vor-
handenc Unruhe gedimpft. Es muss deshalb entweder das Glied v N/ /\v oder das
Glied a\//\p oder alle beide wenigstens von der Grossenordnung 10 —* bis 10° sein.

Wenn das Glied ¢ -\/Av von dieser Grdssenordnung. ist, treten so grosse
riumliche Unterschiede der Geschwindigkeit auf, dass die Unruhe des Windes ledig-
lich dadurch erklirt werden kann, dass Luftpartikeln, die zur Zeit ¢, sich in ver-
schiedenen Raumpunkten befanden, im Laufe der Zeit durch einen bestimmten Raum-
punkt strémen.

Ist das Glied a\//\p der Gréssenordnung 10— bis 109, so treten grosse lokale
Druckkrifte auf, so dass die Luftteilchen im Laufe von cinigen Sekunden Geschwin-
digkeitsiinderungen von mehreren Metern pro Sekunde erleiden.

Da wir durch die Kenntnis von Reibung und Dissipation weitere Haltepunkte
fir die Diskussion der Gleichung (7) crhalten kénnen, werden wir jetzt zur Behand-
lung der Reibungskraft zuriickkehren.
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10.

III. Die Reibungskraft.

. . . . 1B,
Abschnitt I haben wir den vertikalen Transport (—dT‘

vou Bewegungsprisse pro

Zcit- und Ilicheneinheit gefunden (Gleichung 6):

dB

dM,
—OAUZ ov+ 3 at Uy

eine Gleichung, dic unter den Voraussetzungen gefunden worden ist, dass die verti-
kale Stabilitit konstant und positiv ist, und dass die horizontale Geschwindigkeits-
komponente ohne Richtungsiinderung linear mit der Hohe zunimmt.
6v bedeutet die Hilfte der mittleren Geschwindigkeitsdifferenzen zwischen den
absteigenden und den aufsteigenden Luftteilchen. Man muss deshalb annehmen dass
" ov . . .
dv angenithert ~—- proportional ist. Wir setzen deshalb:

0z

) oy = gij

wo ¢ weniger variabel als v ist.  Dic Gleichung fir den Transport von Bewegungs-
griosse wird dann:

an, dIl[
5 = @ A a o+

Im vorliergchenden Unterabschnitt haben wir gefunden, dass der Auftrieb zu
klein ist, um dic ungeordneten Bewegungen merklich zu becinflussen.  Es hat dann
/\r; denselben Wert fiir die aufsteigenden und fiir die absteigenden Luftteilchen,
unabhiingig davon, ob die Stabilitit konstant und positiv ist. Die Gleichung gilt
also unabhiingig von dieser Bedingung.

Jm auch von der zweiten Bedingung, niumlich dass die horizontale Geschwin-
digkeitskomponente ohne Richtungsinderung mit der Hohe linear zunehmen soll, be-
freit zu werden, wollen wir zuniichst den Fall bchandeln, dass:

Oy or,
6%2.' = konst, 65 = konst,,
oder dass:
ov .
e

wo K cin konstanter Vcktor ist.
Wegen der X-Komponente der Geschwindigkeit erhalten wir cinen Fransport
von Bewegungsgrosse:

dB, .. do, | dM.
A i

und wegen der Y-Komponente einen Transport:

abB,., _ v,
T €y o/\b, + dt e
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Da kein Grund vorhanden ist, dass ¢ verschiedene Werte lings den Achsen
hat, setzen wir:

und crhalten:

dB, —— v | dM,
A v

Setzen wir hier:

) )= co A
s0 bekommen wir:

dB, ov | di,
10 =TT v

cine Gleichung die fiir %g:k gilt.

Da der Transport von Bewegungsgrosse bis auf kleine Grissen zweiter Ord-

nung nur von der GeschWindigkeitsverteilung nahe an der Fliche o, abhiingt, kann
auch diese Voraussetzung wegfallen, und Gleichung (10) kann als allgemein giiltig
betrachtet werden.
Wir werden jetst dic Bewegungsgrossen suchen, welche durch vertikale Iflichen, dic
senkrecht auf der X-Achse und der Y-Achse stchen, stromen.  Wir haben oben die
Stromung durch o, als positiv bezeichnet, wenn sie gegen abnehmendes 2 gerichtet
war.  Entsprechend werden wir jetst die Stromungen durch o, und o,
nchmendes z und y positiv rechnen,

Durch ¢, geht eine Bewegungsgrisse: .

gegen ab-

A, = — ov,0,dtv,
und durch 6y '

AdB'y = — ov,o,dtv.
Fur die Transporte pro Zeit- und Flichencinheit bekommen wir also:

d_B»c dBU
W = — o, - dt = QU;'//U'

. dm, dm,
Die entsprechenden Massetransporte -d—; und —-=7 werden:

dt

(11) dm, ‘ m,

== - QU — T == — O,
dt St =t

und wir bekommen:
dB,  dm, dB, dm,

2 Rl . —
(12) di i a dt

Wir werden jetzt den Transport von Bewegangsgrosse pro Zeiteinheit in die Volumen-
. . . . oV . o
cinheit suchen. Dieser wird mit 5 der lokalen Derivierten der Bewegungsgrosse V-
¢

in Bezug anf die Zeit identisch sein. Wir haben also:
oV B, 3B, B,
3 oiow T any T

Wir werden spiiter seben, dass ¢==11, ist, wo {, die mittlere vertikale Weglinge pro Sekunde
in der ungeordneten Bewegung ist.
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Indem man die Gleichungen (10) und (12) benutzt, bekommt man:

OV dm,dv | dm, om, 0v | 0%m, o dov oM, ov 0 ]l[
o = ot or Tonet T ai oy Tomy T 157 T o s T ot 0s T ids ¥

Wir werden dann den Massetransport pro Zeiteinheit in die Volumencinheit suchen.

Tir ist mit %%, der lokalen Derivierten der Dichte in Bezng auf dic Zeit, identisch.

Man findet:
d  O%m,  O%m, 0N,
o " otox oty T oz

und crhiilt dann:

oV Vv oy OV \ml ov | O0m,0v  OM,dw
ot — T2 +aﬂ et T oy T o 0 T

Da:

\V bv do
Y2 bt t+v YA

so bekommt man weiter:

ov OFf¢ | Yy dv | dmu0v | om0 | 0D, dw
YR v e o v vl YA P A VA R R VA

L. . om, Om, M,
Y 1y 7, \ & , e M A ete o 5
Fiihren wir jetzt dic Werte von S o und 5t {(Gleichungen 5 und 11)

cin, s0 bekommen wir:

bv_« d2p 5;] ov ’ (\l} M{ * v - 50 (\,v
e TS \/ R PR dy enN: T A N
oder:
dv ?) ooy —— 0w
w1 + 0z dz AR dz

Dieses ist die Beschleunigung pro Volumeneinheit, die eine individuelle Luft-
masse wegen des durch die ungeordneten Luftbewegungen vermittelten Austausches
mit den umgebenden Luftmassen erleidet, Ks ist also die Reibungskraft pro Volumen-
einheit. Nennt man diese J? so hat man:

, 0 [ dv o
(13) ]lr == ;\“;‘ (1] hz) + Y ('\"'?7
WO
(14) y = — /v, do.

Diese Formel unterscheidet sich von den gewidhnlich gebrauchten®) dureh das Zusatz-

glied » gg

*) Th. Hesselberg und H. U. Sverdrup: Die Reibung in der Atmosphire. 8. 278, Veroff. des Geoplh.
Inst. der Univ. Leipzig. Zweite Serie. H. 10. 1915.
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13. Da dp klein ist, kann man:

do =0 (ip —@>
= S\ p ]

setzen, wo dp die Hilfte des mittleren Druckunterschiedes zwischen den absteigenden
und den aufsteigenden Luftteilchen ist, die o, durchstrémen; 09 ist dementsprechend
dic Hilfte des mittleren Temperaturunterschiedes zwischen den dureh o, absteigenden
und aufsteigenden Partikelchen.

Es ist nicht wahrscheinlich, dass die absteigenden Luftteilchen durchschnittlich
unter einem anderen Druck stehen sollten als die aufsteigenden. Aber selbst wenn
das der Fall sein sollte, zeigen die in Unterabschnitt 7 gegebenen Grissenordnungen von

Ap uwnd A, dass der Einfluss der Temperatur iiberwiegen wiirde, Wir sctzen
dechalb:

Yo — 99
do=—0-
Weiter fithren wir cin:
(15) 0=k —7),

wo 3 der adiabatische und y der vorhandenc Temperaturgradient ist. Wir erhalten dann:

0o = — koS,

N

und finden:

— [\ 09 = ko /\v S,
oder:

(16) v ="ko A\r, S

IV, Die Dissipation.

14. Wir werden zuniichst die Bewegungsenergie dF’.., suchen, die wegen der X-Kom-
sonente der Geschwindigkeit durch ¢, nach unten geht. Man findet:
¢ 2 g

- 0, : - O,
v 5 )2 A gr 2 1 o) (1 2 A % C2.
dF .. . =% (o — o) (v, + ov,) A77 dt — 3 (o -+ do) (vp — v, A 9 dt — 3or2r.0.dl
= (0 /\rs Omre — & N\ donat — L A do (06)? — 1 pe ) gyt
. ar, .. N . o _— A
Der Transport —ap Yen Bewegungsenergie  pro Zeit- und  Flicheneinheit
a :

wird also:

Werx o i ovane — 0.2 (Aor. 90+ en)

indem das Glied 1_,7\—7 Ao (8r,) als Glied hoherer Ovdnung vernachliissigt wird.
Mit Hilfe von Gleichung (5) (S. 7) bekommt man:

AT, ., AM,

B A Sow g -2
T A Sy 3 TG
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und die Gleichungen (8) und (9) (S. 13 u. 14) geben weiter:

dM,

dE,.x bum
p 'c+«> dt l’wg-

dt

Entsprechend findet man wegen der y-Komponente des Windes den Transport

i%iﬂ von Bewegungsenergie durch o,:
Ay vy AL
L vt R T

kAl

qE * von Bewegungsenergie durch o, hat man also:

Fiir den gesammten Transport

E,. ov dM,

dE, dE d ,
£ — . -1—_.752
g = vty

at T dt

Fir die Transporte von Bewegungsenergie durch die Flichen o, und o, findet
man entsprechend (vergl. Abschnitt 12)¢

@ . dm, » dFE, dm,
abt ¥ At dt % odt

15. Wir werden jetzt den Transport bbE pro Zeiteinheit in die Volumeneinheit suchen,

‘Wir haben:

VE  OE, ¥E, E,
o btbx+btbj+btbz

bmx ov mt 52 bmjbv mJ 2 oM, dv 0:M, "
=3t o +2bt U St oy +26t T et T e

o*v on v hi. ov,
RV vl [(E) +(bz) J

Fithren wir jetzt den in Abschnitt 12 gefundenen Wert von 22 ein, 80 erhalten wir:.

ot
0E 2 [ owv 0V, oy, o, Ov bmjbv M, dv dp
ﬁ‘&(" m) ”+’7[< >+( H+ TR R Ik whd i b A R T

Nach den Gleichungen (5), (11) und (14) (S. 7, 14 u. 15) haben wir:

oM, Ov . Om, v | M, v e B,
RV VR VI T PR L Vi et i v

und bekommen:

o 0 bv B, o, \*® ov ov ov
‘a?"&( ) +’7[( )+(Tx;)]*e“ma”—gvyag”—ﬂ’”zsﬁr
ov Op

had 18 .2
+Vbzv+2btv'
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1

Um den Transport %lg von Bewegungsenergic nach einer individuellen Luft-

masse zu finden, setzen wir:

dE  OE VE
@t “”awL be+ "3

Ok o , %0 v
=3 (g 152 o (o0 3 0) (o030 43 200,

. . 0E L
Wird der gefundene Wert von éb_t hier eingesetzt, so bekommt man:

dE__ O oV ov 0v,\ 2 bvy ?
71:*5;(’7 6;) v +”6;”+’7[(a7) +(a7) ] -
9 0 0 %\ ,
1 _= _= —_ P, — =
+7(bt+vxbx+vyby+%bz Y

Hier hat man:

00 ; 0p 00 0¢ _ dp
T,y Ty, = gp
ov v

— V=P
Oz oz

und man erhalt:

dr [ 9 ov o do ow.\*  (Ov,\*®
at —[5(’7 a‘z‘>+”6g]”+%‘ at T [(b—z) +<SZ> |
Nach Abschnitt 12 hat man:

) ov
9%=b_< ag)+ "5’

und man findet:

e G ()
oder

Diese Gleichung sagt, dass die Energiemenge, die einer individuellen Luftmasse durch
die ungeordneten Bewegungen zugefithrt wird, teils dazu verwendet wird, um die
Bewegungsenergie der Luftmasse zu éndern, und teils durch die innere Reibung in
Wirme iiberfihrt wird, Dieser letste Teil ist die Dissipation. Wird diese D genannt,
so hat man:

o= [+ (3]

eine Formel, die mit den gewdhnlich verwendeten iibereinstimmt. Die Formel kann
auch von der gewodhnlichen hydrodynamischen Dissipationsformel abgeleitet werden,
indem man kleine Glieder vernachlissigt.
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16.

%)
t‘)

#**)

Im Jabre 1918 entstand ein Streit zwischen H. U. Sverdrup und W. Schmidt iiber
den Energieverbrauch in der Atmosphire. Sverdrup hatte eine Abhandlung*) ge-
schrieben, wo er die Arbeit der Reibungskraft von der Anemometerhéhe bis an die
Grenze der Atmosphire unter den Voraussetzungen behandelt, dass die Bewegung
stationir und ohne merkliche individuelle Beschleunigung sei, und dass ferner der
Reibungskoeffizient 5 konstant sei.

In diesem Fall wird die Windverteilung mit der Hohe ziemlich rein den Ein-
fluss der Reibung am Erdboden zeigen. Der Wind nimmt unter Rechtsdrehung nahe
am Erdboden rasch mit der Hohe zu und nahert sich mit wachsender Hohe allmahlich
dem Gradientwinde. Diese Anniherung an den Gradientwind geschieht nicht linear,
sondern in einer Spirale**).

Fir die von Sverdrup behandelte Bewegung sind die Bewegungsgleichungen:

0%y,

% 55 + v,
dy,
o1} b—z} — Wz = ayGy

Durch Integration dieser Gleichungen bekommt man:

. a,G
(19) vy = Ce~%sin ( 0/'1 o
vy =— Ce~%cos (y — cz).
wo:
. G
I Csin y =wv,., — a"l 0
(20) Ceosy =1,.,

l ‘= 1/20‘077

Mit Hilfe dieser Gleichungen findet Sverdrup:

o0

dt 1 Gy [ a
o — 0o [l S
(21) Ny vde=Vn |/2a0 . ( R 0),

0

ein Ausdruck, der unter den oben genannten Voraussetzungen die Gresammtarbeit
der Reibungskraft vom Erdboden bis an die Grenze der Atmosphire gibt.

Da die Verhaltnisse stationiir vorausgesetzt worden sind, findet keine Anderung
des Bewegungszustandes statt. Ifs wird deshalb keine Arbeit zur Vergrosserung der
kinetischen Energie verwendet. IFormel (21) diwrfte deshalb ein Ausdruck fiir den
gesammten Energieverbrauch in der Atmosphire sein,

Gegen diese Betrachtungen opponierte W. Schmidt***)in einer Abhandlung, wo
er den gesammten Energieverbrauch nach der Dissipationsformel:

oo o0 b
v\ ? vy .
Ddz = — dz
f U 0z + Ve
0 0
H. U, Sverdrup: Uber den Energieverbrauch der Atmosphire. Versff. des Geoph. Inst. der
Univ. Leipzig. Bd. II. H. 4.
Siehe z. B. Th. Hesselberg und H. U. Sverdrup: Die Wlndanderung mit der Hohe usw. Bei-
trige zur Physik der freien Atmosphdre. VIIL. Band.

W. Schmidt: TUber Arbeitsleistung und Arbeitsverbrauch in der freien Atmosphire. Annalen
der Hydr. und mar. Met, 1918,
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berechnet. Mit Hilfe dieser Formel findet er bedeutend kleinere Werte fiir den
Energieverbrauch als Sverdrup. '

Endlich sucht Exner*) von allgemeinerem Gesichtspunkte die Frage aufzukliren.
Er kommt zu dem Resultate, dass Schmidts Darstellung richtig ist, und dass die
Arbeit von Sverdrup einen Fehler enthilt.
Nach meiner Meinung scheinen sowohl Sverdrups wie Schmidts Betrachtungen in der
Hauptsache richtig zu sein, und wir werden in der Tat sehen, dass sie beide Recht
haben, dass sie aber verschiedene Probleme behandelt haben.

Nach Gleichung (13) haben wir:

) dv ov
Rzé} (1] &) + ”g;

17.

und bekommen :

0 vy, 0
Bov=p (o) et (s
0 Oy 0
=a‘£(’7 ‘a;“x)JF&(’?
2
K

0 0
+g, ) — by o

ov,

ov, ov,

b—z) vy Py Um_—l—vTZ@y
ov

dz

Ov,\ oy, \® 0
o) = (52) + (52) [+ oma +
Durch Integration bekommen wir dann weiter:

WP T\ (om0 roow
e

In dem von Sverdrup behandelten Fall hat man:

—fR-'vdz='ng§-'v+%vvg

Yy = dM, und bl = 0,

dit 0z

und man bekommt:

. > AN, ko [ [fow\® (ow,\?
e e )

iF, dE, (o

—(%)._- (%), + [ pos
dFE,
WO ——

7 der von den ungeordneten Luftbewegungen verursachte Transport von Be-

wegungsenergie nach unten ist (vergl. Abschnitt 14).
Die gesammte Reibungsarbeit ist also gleich der Summe der Dissipation und

derjenigen Energiemengen, die wegen der ungeordneten Bewegungen aus den Volumen
ausstromen.

Wenn man die Integration von Null (Anemometerhohe) bis unendlich erstreckt,

s0 bekommt man:
o
) -+ f Ddz.
2=0
0

dE,
(22) ——fR-vdz=(dt
o

*) F.M. Exner: Uber den Energieverbrauch in der Atmosphére, Annalen der Hydr. und mar. Met. 1920.



Vol. III, No. 5. UBER REIBUNG UND DISSIPATION IN DER ATMOSPHARE 21

18.

*)

In dem von Sverdrup behandelten Fall geht also ein Teil der Arbeit der Rei-
bungskraft durch die Dissipation in der freien Atmosphire in Warme iiber, wihrend
ein anderer Teil durch die untere Grenzfliche ausstromt. Dieser Teil geht teilweise
durch Dissipation in der Luftschicht unterhalb Anemometerhthe in Wirme iiber, aber
der iiberwiegende Teil wird zur Arbeit des Windes am Erdboden verwendet. Durch
diese Arbeit geht wiederum ein Teil der Energie in Wirme {iber und ein anderer
Teil wird dazu verwendet, um die anderen Wirkungen des Windes auf die feste und
flissige Frdoberfliche auszufiihren.

Es ist somit klar, dass das Sverdrupsche Verfahren den gesammten Energie-
verbrauch in der Atmosphire gibt, wihrend Schmidt nur die Dissipation in der freien
Atmosphire berechnete.

Nach Formel (21) ist:

o0
Y hapGy [ ayGy r
-—fR.'UdZ—V?] éa—o }L ( l —Ym.o—{—?,ry-o .
4]

Aus den Gleichungen (19) und (20) findet man auch leicht:

o
T A aGy )2 .
,fDdz~V1] 5&;[(7 u.o/ —{—7_2,.0].
0

Man verifiziert weiter leicht, dass fiir die von den Gleichungen (19) und (20) (S. 19)
definierte Bewegung:

o0 ' [%s)
Op VAP
0 0

ist, dass also im behandelten Fall die ganze Arbeit des Druckgradienten zur Uber-
windung der Reibungswiderstinde geht,

Exner gibt keinen Einfluss von Energie durch die untere Begrenzungsfliche zu.
Er setzt v,.,==1,.,= 0 und findet deshalb keine Arbeit an der Erdoberfliche. Nur
durch diese Voraussetzung kommt er dazu, dass Schmidt den gesammten Energie-
verbrauch in der Atmosphire berechnet hat. /

V. Weitere Diskussion der ungeordneten Luftbewegungen,
Nach den verschiedenen Untersuchungen*) tiber die innere Reibung in der Atmo-
sphire hat man:
Magn. # =10—3% bis 102

. . ov o
Da die Grossenordnung von —— und -’

10—3 bis 10—2 ist, so bekommt man:
Oz oz

Magn. D = Magn. [(%) + (?j) J =107 bis 106,

Eine gute Ubersicht hieriiber findet man bei Lewis F. Richardson: Weather Prediction by
numerical Progress. Cambridge. At the University Press. 1922,
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Wenn man andererseits die ungeordneten Bewegungen betrachtet, so findet man
fiir die Dissipation:

ox d | dy
bv,’” ) bv,?/ : bv,z * 67’,z b?"’y ’ ’bl’,:c 61,’,2 *
ol 2(52) +2(5) +e(5) (5 +5) + (5 +5) +
0,  0,\®
(5 )

. . . o \?
ein Ausdruck, der aus 9 quadratischen Gliedern von der Form o (%) besteht.

w ist der experimentel gefundene Reibungskoeffizient fiir Luft (der Reibungskoeffi-
zient bei molekiilarem Austausch).

(e, O, W, e 0, | A,
D=p ( +by+$)—%ﬂ(— + +$>

Indem man die zwei Ausdriicke fiir die Dissipation identifiziert, bekommt man :

Magn. 10" (%): 10-7 bis 10-°.
Fiir 4 hat man bei 0° C':
w==1.7 103,
und man erhilt:
Magn. %: 10 -1 bis 10°

Wir konnen jetzt die Diskussion der Gleichung (7) (S. 12):

h\hAtB TV VAv=—aVAp+d R

fortsetzen, indem wir wissen, dass:

Magn. \/A\# =101 bis 10°
ist. Hieraus bekommt man:

Magn. o' - \/ Av = 10° bis 10

YA
Fiir Y,
kann also nicht vernachlissigt werden.

Die Reibungskraft o’R’ kann als die Summe der Reibungskrifte betrachtet

werden, die auf die Seitenflichen eines Kubns vom Volumen eins wirken. Diese
haben folgende Form

haben wir die Grossenordnung 101 bis 10° gefunden. Das Glied vV Av

hite
II’L E

und ihre Anzahl betrigt insgesammt 3.6 —=18. Die Reibungskraft o’ B’ kann dann
héchstens von der Grissenordnung:

4

, O
18 i s

sein.
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20.

21.

o’

Setzen wir hier die Werte von o, « und die Grossenordnung von 5
s

ein, so
bekommen wir:

Magn. o’ R = hichstens 10~ 7 bis 10 —4,

und das Glied « R’ kann ohne Bedenken vernachlissigt werden, Gleichung (7)
wird dann:

(23) E%B + v VAV =0a\JAp oder Bb—i + v Vv =d\{/p.

Wenn man in dieser Gleichung a%/p’ vernachlissigen konnte, so wiirde die
Unruhe des Windes dadurch zu erkliren sein, dass Luftteilchen von verschiedenen
Niveaus, ohne ihre Bewegung wesentlich zu iindern, in einem Niveau zusammen-

gebracht wiirden. Man miisste aber dann vorzugsweise die Unruhe in der Richtung

2—: haben. Dies ist aber nicht der Fall, und man muss deshalb annehmen, dass das

Glied o\/p’ nicht vernachlissigt werden kann, dass also withrend der ungeordneten
Bewegung Kompressionen und Dilatationen auftreten, welche die Bewegungen der
individuellen Partikeln wesentlich #ndern. Wir haben also die Grossenordnung von
aV/p gleich 100 bis 10! d. h. die lokalen Druckkrifte sind so gross, dass sie im
Laufe einer Sekunde die Geschwindigkeit eines Luftteilchens mehrere Meter pro
Sekunde verindern konnen,

Man konnte annehmen, dass die Temperaturunruhe sich durch die Druckunruhe

erkliaren liesse, indem die Luftmassen successive adiabatisch komprimiert und aus-
gedehnt werden. In diesem Fall sollte:

0 _ Ad

o ¢, ot

~ oder:

o op’
5= Magn.

Magn. >

sein,
4

4
5 ist aber grosser als %% Man muss deshalb annehmen, dass die Temperatur-
unruhe wesentlich davon herriihrt, dass Luftmassen von verschiedener potentieller
Temperatur in dasselbe Niveau zusammengebracht worden sind. “

In gleicher Weise wird die Windunruhe teilweise davon herriihren, dass Luft-

teilchen von verschieden bewegten Luftschichten in einem Niveau vorkommen. Hier
kann man es aber nicht direkt an der Windunruhe feststellen, weil der Einfluss der
auftretenden Kompressionen und Dilatationen (der lokalen Druckkrifte) die Bewegung
der Luftteilchen schnell #ndert.
Bei dieser Mischung der Luftpartikeln zwischen den verschiedenen Luftschichten
gehen die Partikeln nicht den geraden Weg von einer Schicht in eine andere. Sie
erhalten unterwegs durch die auftretenden Kompressionen und Dilatationen bald in
der einen bald in einer anderen Richtung Impulse, und verbrauchen viel Zeit auf
ihrem Wege. Sie haben deshalb 'Zeit, um Bewegungsenergie, Wirme, Wasserdampf
ete. durch Molekiilaraustausch mit den umgebenden Luftmassen auszuwechseln.

Der vertikale Weg, den ein Luftteilchen in dieser Weise zuriicklegen konnte,
wire unbegrenzt, wenn nicht die Auftriebskrifte eine Grenze setzten. Der Auftrieb
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ist zwar so klein, dass er in der Gleichung der ungeordneten Bewegung vernach-
lissigt werden kann, er wirkt aber systematisch, um ein Partikelchen zu dem Niveau
zuriickzubringen, wo die ausgeglichene Temperatur dieselbe ist wie diejenige des
Partikels.

Die Auftriebskrifte setzen also eine Grenze fiir die Entfernung eines Luft-
teilchens von seinem Niveau und dadurch auch fir die Temperaturunruhe und die
Windunruhe. Je kleiner die Stabilitit, um so grisser ist diese Grenzentfernung, und
um so grosser wird die Windunruhe. Damit wiichst aber auch der Austausch und
man bekommt eine noch grossere Windunruhe und eine gréssere Temperaturunruhe,
Bei kleiner Stabilitit ist also sowohl die Windunruhe wie die Temperaturunruhe
gross, wihrend beide klein sind bei stabiler Schichtung.

VI. Weitere Diskussion der Reibung.

Wir wissen jetzt, dass die molekiilare Reibung trotz der auftretenden grossen Ge-
schwindigkeitsascendenten nur sehr langsam die Bewegung eines Luftteilchens findern
kann. In gleicher Weise wird die potentielle Temperatur eines Luftteilchens trotz
eines grossen lokalen Temperaturgefilles nur sehr langsam durch Leitung an die um-
gebenden Partikeln geiindert.

Von diesen Kenntnissen ausgehend kinnen wir leicht andere Ausdriicke fiir

die Reibungskoeffizienten # und » finden.

Einfachheitshalber werden wir nur den Transport von Bewegungsgrisse suchen,
der durch eine angenihert horizontale Stromfliche ¢ der ausgeglichenen Bewegung
geht. Wir setzen weiter voraus, dass die ausgeglichene Geschwindigkeit ¥ ohne
Richtungsinderung linear mit der Hohe zunimmt (Vergleich Abschnitt 3—4).

Es stromt dann durch die Fliche ¢ dasselbe Volumen Luft:
5 Nﬂ Al’

in der Zeit von {, bis f, + /\¢ nach oben wie nach unten.

Da die Reibung nur sehr langsam die Bewegung der Luftteilchen #ndert, wer-
den diese fast mit derselben mittleren Geschwindigkeit, wie sie zu der Zeit ¢, hatten,
durch die Fliche o gehen.

Zur Zeit t, lagen indessen die nach unten strémenden Luftmassen in einer
mittleren Hdhe

3 Ave At
iiber der Fliche ¢ und hatten dann die mittlere Geschwindigkeit:

— O
v+ 3 Ave /N2 S

und diese mittlere Geschwindigkeit fithren die Luftmassen mit sich durch die Fliche .
Entsprechend. findet man fiir die mittlere Geschwindigkeit der aufsteigenden Teilchen:

_ (\/’.
— 1 ) f—.
v 3 Av Afbn
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Da der EKinfluss der Wirmeleitung wihrend der kurzen Zeit A¢ zu vernach-

lissigen ist, so bekommt man' entsprechend fiir die absteigenden Partikelchen eine
mittlere Temperatur:

8+ 3 Ava ALY — )

Die mittlere Dichte dieser Partikeln wird:

0=k An ALY —r) =e(l—13 Am ALS)

Fir die mittlere Dichte der aufsteigenden Luftteilchen findet man in glei-
cher Weise: V

o1+ 3 Ava AALS)..

Fir die Bewegungsgrosse dB’, die in der Zeit At durch die Fliche 6 nach
unten geht, bekommen wir:

B — 5 Aiw Atle — 3 Ata AtS) (1 1A Afg%)
— 5 AR Ao+ § At A1) ( A T A 217)
=% At Af (Q At Atg—; — 0 Ath AtS).
Pro Zeit- ‘und Flicheneinheit stromt also eine Bewegungsgrosse:

1B AT v o
%? =be Anhy —ie An S

n

nach nnten durch die Fliche 6. Die mittlere vertikale W eglﬁhge pro Sekunde ist
hier mit I, bezeichnet. :

Indem wir diese Formel mit Gleichung (1) (S. 6):

= e o= o

vergleichen, sehen wir, dass:

F— — 0
. e 1 7 _

AR ‘2 QA, ?'”llbn’
Avudo =13 0 A l,8,

oder:

Vergleichen wir jetzt diese Gleichungen mit den Formeln (8), (9) und (14)
(8. 13, 14 u. 15) sehen wir, dass: ‘

I77=%9Nzl17
(24) . l" — —"i]S,

und die Reibungskraft wird:

9 o
R~ 5 (17 $) — ySv.
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. Das erste Glied hat hier die Grossenordnung 107 bis 105, wihrend das
zweite Glied von der Grossenordnung 10—9 bis 102 ist. Dieses Glied kann des-
halb ausser Betracht gelassen werden, und man erhiilt mit befriedigender Genauiglkeit:

0 WA

eine Formel, die schon im Jahre 1915 aufgestellt worden ist*) und jetzt allgemein
verwendet wird. _ ,
Mit Hilfe der Gleichung (24) kann man die Grossenordnung von # finden, denn wir

- haben ja:

Magn. Ar, = 10° bis 10
Es wird dann: . ;

Magn. Ar, 1, = 10° bis 10,
und:

Magn. 5 =102 bis 102,

Diese Grossenordnung ist genau die gleiche, die auch nach versehiedenen anderen
Methoden gefunden worden ist.

Nach Gleichung (24) ist der Reibungskoeffizient 5 mit dem Quadrat der vertikalen:
Windunruhe proportional. Nach den Untersuchungen von Taylor und Robitsch hat
man (vergl. Abschnitt 7): :

A = A\t = N2 = e,

Wir haben indessen gesehen, dass Av auch eine Funktion der Stabilitit ist,
indem die Windunruhe um so grosser ist, je kleiner die Stabilitat ist. Bei kleiner
Stabilitiit ist indessen auch die Windgeschwindigkeit am Erdboden gross. Die kleine
Stabilitit wird also gleichzeitig grosse Windunruhe und grosse Windgeschwindigkeiten
zur Folge haben. Es ist deshalb nicht sicher, dass obige Gleichung zwischen Ar
und » von den Einfluss der Stabilitat frei ist. » _ )

Was wir fiir eine weitere Diskussion von 7 haben miissten, wire eine Unter-
suchung von Av als Funktion von der Geschwindigkeit und der Stabilitit. Wenn.
man eine solche Funktion hat: '

-

Ar=f(-8),

s0 wird:
nl=I|%elfl- S

Leider habe ich kein Material, um diese Untersuchung auszufiihren.

Th. Hesselberg und H. U. Sverdrup: Die Reibung in der Atmosphire. Verstf. des Geoph. Inst.
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