MOGLICHE LUFTBEWEGUNGEN AN DER ERDOBERFLACHE

VON

TH. HESSELBERG
(Eingeliefert am 21. Juni 1924)

Es ist eine ausserordentlich schwierige Aufgabe riumliche Luftbewegungen theoretisch
aufzustellen, die physikalisch moglich sind. Ausser den Bewegungsgleichungen miissen
nimlich auch die Kontinuititsgleichung, die Zustandsgleichung und die Sitze der mecha-
nischen Wirmetheorie erfiillt sein. Die Aufgabe ist vor kurzem von A. Friedmann in
Angriff genommen worden®*).

Ich werde mich im folgenden darauf beschrinken, diejenige Bedingungen zu behan-
deln, welche Luftbewegungen an der Krdoberfliche erfillen miissen, um physikalisch
moglich zu sein. Diese Aufgabe bietet bei weitem nicht die Schwierigkeiten des allge-
meinen Problems.

Die Bewegungsgleichungen und die Wirbelgleichungen. — Fiir die atmosphirischen
Bewegungen konnen die Bewegungsgleichuné‘en in folgender Form geschrieben werden:

1) T gy e = e — it ok,
Dabei ist:

v, = horizontale Geschwindigkeitskomponente lings der X-Achse.
v, = horizontale Geschwindigkeitskomponente lings der Y-Achse.
v, = vertikale Geschwindigkeitskomponente.

t — Zeit.

a — spezifisches Volumen.

p = Luftdruck.

A= 20 sin ¢

v =20’ cos ¢

*) A. Friedmann: Théorie du mouvement d’un fluide compressible et ses applications aux mouve-
ments de Yatmosphére. Die Abhandlung wird in kurzer Zeit in der schwedischen Publikation
«Geografiska Annaler» erscheinen,
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" = Rotationsgeschwindigkeit der Erde.
¢’ — geographische Breite.

Geof. Publ.

R,, B,, R, = Komponenten der Reibungskraft pro Volumeneinheit.

g = Beschleunigung der Schwere.

Wenn man durch kreuzweise Derivation die Gradientkriifte eliminiert, so erhilt man:

5 > 0, 2 0 da 9
%‘i“ox 0, - (algv__a_”ﬂ) + <_a_£_

vy

o Op OV
o) (15 +%)

oy ox 0z Ox oy oz
0 (aR)  9(aR)\
+ ( oz oy ) 7
dw, ov, 0v, v, v, dadp  da dp o, Vg
o W+‘°y0y+($@—%7y T\ocow o) P "
) L (26R)_2@R) _,
ox oz ) 77
dw, o, v, v, I, dadp dadp
2 T o0+ (%5——@72) + (5%@—@8_9; + 49,
0(aRs)  9(aR,)\
+ ( dy e )T
wo:
T T R
& Ty e’ T % wm T oy
-~ v, O, 0y, | Ovy _ Ouy, | 0O,
Ox*‘@_*— 9,2, y‘—az 'ax'; z—%'i_@’

 ist also der Wirbel, und 6, 6,, 6, kaun man als die zweidimensionalen Divergenzen

bezeichnen,

Die dritte Wirbelgleichung kann bedeutend vereinfacht werden, indem man Glieder
vernachlissigt, die klein sind im Vergleich mit den anderen Gliedern. Bestimmt man die

Grossenordnung®) der Glieder, so findet man:

do,

Magn. 7

=10—2 bis 108,

Magn. w, 6, —=10-"° bis 108,

0 OV, OUy .
Mag (%%—%%) =10~—" bis 10—, (nahe om Erdboden),
dadp  adp 111 T —10
Magn. (87: " % T)x) =10 bis 10 s

Magn. 16, =10—2 bis 10—8,

Wir werden nicht versuchen, die Grossenordnung der Reibungsglieder zu bestimmen,
da wir die Anderungen des Reibungskoeffizienten noch zu wenig kennen.
Indem wir jetzt die kleinen Glieder ausser Betracht lassen, reduziert sich die dritte

Wirbeigleichung auf:

dw, E)(aRx)
ap T b (T‘

ox

8(aRy)) .

*) Siehe Th. Hesselberg wnd A. Friedmann: Die Grossenordnung der meteorologischen FElemente
und ibrer riumlichen und zeitlichen Ableitungen. Versft. des Geoph. Instituts der Universitit,

Leipzig, Zweite Serie, Bd. I, 8. 148,
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Um eine andere Form des Reibungsgliedes zu bekommen, schreiben wir die zwei
ersten Bewegungsgleichungen in folgender Form, die fiir Bewegungen an der Erdober-
flache angenihert verwendet werden kann*):

0y o0V, . p
" Bt T TGy = T g T o
v, v, ovy op
— v+ = —a——1lv,—
ot TGy T oy * oy Ve Oy

Diese Gleichungen erhilt man aus den zwei ersten Gleichungen (1), indem man
v, = 0 setzt und:
oy =1 — v, —cu.
aBy——(1—Nv, —cy,
wo ! und ¢ Konstanten sind.

Durch Finsetzung dieser Werte von aR. und aR, in die reduzierte dritte Wirbel-
gleichung oder auch direkt durch kreuzweise Derivation der Gleichung (4) bekommen wir:

(5) ' d$2+wzo,+zoz+cwz=o

-

eine Gleichung, die sich von der oben gefundenen dritten Wirbelgleichung nur dadurch
unterscheidet, dass das Reibungsglied eine andere Form hat.

Die allgemeine Bedingung. — Wir nehmen jetzt an, dass wir ein Bewegungsfeld am
Erdboden bestimmt haben, das Gleichung (5) erfiillt, und mit Hilfe der Gleichungen (4)
dazu entsprechende Felder fiir p und a am Erdboden. Damit die so bestimmte Bewegung
physikalisch moglich sein soll, miissen auch die dritte Bewegungsgleichung (1):

die Zustandsgleichung: »
pa=R%Y,
der erste Satz der mechanischen Wiirmetheorie:

ad dp
s—cpﬁ——AaE{

und die Kontinuititsgleichung :

dloga dv, , v, | ov,

dt oy + de

erfilllt werden.

Durch die dritte Bewegungsgleichung wird Z%f bestimmt, durch die Zustandsgleich-

ung &, durch den ersten Satz der mechanischen Wirmetheorie ¢ und durch die Kontinui-
ov

titsgleich —.

fitsgleichung —=

*) Th. Hesselberg und H. U. Sverdrup: Die Reibung in der Atmosphire. Versff. des Geoph.
Instituts der Universitit, Leipzig. Zweite Serie, Bd. I, Heft 10, S. 308.
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. .0 ov . .
Wir sehen also, dass wir 8—12’ ?, ¢ und 51 s0 bestimmen kdnnen, dass ausser der zwei
2

ersten Bewegungsgleichungen auch die anderen” Gleichungen erfiillt werden.

Dadurch wird v,"und p fiir die Hohe /\z bestimmt, Hier haben wir ausser v, und P
die Variable v, v, a, # und ¢ und fiir diese miissen die Bewegungsgleichungen, die
Zustandsgleichung, der ersten Satz der mechanischen Wirmetheorie und die Kontinuitits-
gleichung erfiillt werden kionnen. Dieses kann erreicht werden, indem wir nicht nur die
Werte in der Héhe /\z bestimmen, sondern auch z. B. Z{— und %, und somit die Frei-
heit der Bewegung im niichsten Niveau -einschrinken. Und in dieser Weise kann man
nach oben fortsetzen.

Horizontale Bewegungen,’welche Gleichnng (5) erfiillen, sind also mégliche Beweg-
ungen. Andererseits sind horizontale Bewegungen, welche dleser Gleichung nicht ange-
nithert geniigen, nicht moglich.

Da wir im folgenden uns nur mit der Bedingungsgleichung (5) beschiftigen werden,
wollen wir die Indexe von w, und 6, fortlassen und sie in folgender Form schreiben:

dow ow ow
wo .
L
) ox oy
g Oy 20
oz | oy

- Diese Gleichung ist mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (4) gefunden worden, indem
2,

Pp
oxdy

wir durch kreuzweise Derivation die Gradientkriafte eliminiert haben (indem

2,

= 9y8€c gesetzt worden isb). Die Gleichung zeigt also die Bedingung fiir die Maglich-
keit ein Druckfeld fiir das gewihlte Bewegungsfeld zu finden.

Dass dieses im allgemeinen nicht méglich ist, wenn man das Bewegungsfeld will-
kiirlich wihlt, kann ans folgender einfachen Uberlegung ersehen werden.

Die Bewegungsgleichungen (4) kionnen in der Form:

0j=G+ed+ R

geschrieben werden, .WO die Buchstaben folgende Bedeutung haben:

e = Dichte,

J = individuelle Beschleumgung,

G = Druckgradient,

d = ablenkende Kraft der Erddrehung,
R — Reibungskraft pro Volumeneinheit.

Wihlt man ein Bewegungsfeld, so sind damit auch @ und R bestimmt. Setzt man
dann weiter die Bedingung, dass z. B. das Bewegungsfeld ohne Anderungen fortschreiten
soll, so ist auch die Beschleunigung j bestimmt. Dann ist aber auch G bestimmt durch
die Gleichung:

G=pj—od— R.
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Die Vektoren auf der rechten Seite sind Vektoren allgemeiner Art, und es wird dann,
wenn das Bewegungsfeld im voraus gewiblt worden ist, ein reiner Zufall sein, ob sie
zusammen einen potentiellen Vektor wie den Vektor G bilden. Mit anderen Worten:
es ist im allgemeinen nicht mdglich ein Druckfeld fiir ein willkirlich gew#hltes Bewegungs-
feld zu finden.

Wenn man aber das Bewegungsfeld so wihlt, dass Gleichung (6) erfiillt wird, so
gibt es ein Druckfeld fiir das Bewegungsfeld.

Die beiden Wege, um Integrale der Bewegungsgleichungen zu finden. — Das gewthn-
liche Verfahren ist, ein Druckfeld zu wihlen und dahn durch Integration der Bewegungs-
gleichungen (4) die Bewegung zu finden.

Dieses ist aber sehr schwierig und man gelangt einfacher zum Ziele durch das
umgekehrte Verfahren. Man bestimmt eine Bewegung, welche die Wirbelgleichung (6):

ow ow ow
W—}—vma—m—l—vy@+w0—}—l0+cw=0

erfilllt. Nachher kann man dann fiir den Fall e« = Konst. ohne Schwierigkeiten das

Druckfeld finden. Werden nimlich die Bewegungsgleichungen (4) auf — « o und

ox
— aaﬁ aufgeldst, so hat man:
%
0 ov v, OV,
|- ;; L P
®) 8p 8vy 2vy oy
8y -|— Uz -|— %3 —I— lvs +cuvy,.

Durch Integration dieser Gleichungen kann dann das Druckfeld bestimmt werden,
weil die Ausdriicke auf der rechten Seite infolge Gleichung (6) die Derivierte von einer
Funktion in Bezug auf x und y sind.

Der Fall, dass a vartabel ist. — Man hat dann:
o 2{ap) da
T T i TP
dp _ _ 9(ap)
—ag = +

Wenn man ‘die Grossenordnung der Glieder untersucht, findet man, dass die Glieder
P 2—(1 und pg—a ebenso gross sind wie die anderen Glieder dieser Gleichungen. Es ist also
X Y

0 0 0 ., 0 . o . ; o .
nicht erlaubt aﬁ mit (ap) und a£ mit (Lp) zu identifizieren, und somit eine Inte-
ox ox oy oy
gration der Gleichungen (8) zu erlangen.
Man kann aber in anderer Weise eine angeniherte Integration ausfithren. Nennen

wir die Ausdriicke auf der rechten Scite in den Gleichungen (8) F, und ¥, so hat man:

0 op
—a% r,, —a—=1F,,
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wo infolge Gleichung (6) F,, und F, die Derivierte einer Funktion in Bezug anf z und y
ist. Also ist:

oF, __OF,
oy oz’
Wir haben nun weiter:
op 1 op 1.,
_%—T{F”’ —@—-;fﬁy,

und werden untersuchen, mit welcher Grenauigkeit die Ausdriicke auf der rechten Seite
dieser Gleichung die Derivierte einer Funktion in Bezug anf x und # sind.
Wir erhalten:

2 (1 o (1 1(oF, oF)\ 1(1 _éa 1 _ da
@(EE)‘%(zﬂf—;(@‘“@)—z(;E@‘@F%Q’
o (1 o (1 1 {opda 9poa
oy (?F”> o (;Fy) T a (ax dy oy 890) )

Wenn man die Glieder dieser Gleichung untersucht, findet man die Grossen-
ordnungen :

oder:

L ) —Magn. 2 (L7} — 10— bis 10— 1
Magn. y(a F’”)—Mdgn'ax<a Fy>—_10 bis 101,

Magn. (iaﬁa_"‘) — Magn. (iaﬁa_“) — 10— bis 10— 15,

Die Gleichung:

ist also mit guter Anniherung erfiillt.

Man kann deshalb fiir den Fall, dass « nicht konstant, sondern als eine Funktion
a (x, y, t) gegeben ist, eine angensherte Integration der Gleichungen (8) erlangen, indem man
erst die Gleichungen mit a dividiert und demnach die Integration ausfiihrt.

Der Einfachheit halber werden wir uns aber darauf beschrinken den Fall o — Konst.
zu behandeln. Es sollen ein paar Spezialfalle untersucht werden.

Das Bewegungsfeld soll sich ohne Knderungen Lings der Erdoberfliiche forthewegen.
Das Bewegungsfeld soll sich mit einer Geschwindigkeit v, lings der positiven X-Achse
fortpflanzen. Man hat dann:

dw . ow
T

und die Bedingungsgleichung (6) wird:

0 0
9) (vx~vo)£+vy5§+wo+zo+cw=o.
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Wenn man eine Bewegung gefunden hat, welche diese Gleichung erfiillt, so findet
man das Druckfeld durch die Gleichungen:

2 2
oL ) v, S Luy o,
ox oy
(10) ) v v
.._aa% ('t O) y-—l—- y—l—lva;+cvy

Ein rotatorisches Bewegungsfeld, das von einem durchgehenden Strom mitgefiihrt
wird. — Wir stellen jetzt die spezialisierende Bedingung auf, dass das Bewegungs-
feld, das sich ohne Anderungen lings der Erdoberfliche fortbewegt, aus zwei Teilen
bestehen soll:

(a) einem rotatorischen, wobei die radiale und die zirkulare Geschwindigkeit nur
Funktion des Radius Vektors von Origo ist.

(b) einem translatorischen, wobei die Geschwindigkeit gleich™ der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Systems ist.

Wird die radiale Komponente des rotatorischen Feldes ¢ (#) genannt und die rota-
torische 1/ (r), so hat man (siehe Fig. 1):

3

> 1V

0 X

Fig. 1.

Im=¢m%—wﬁgﬁwm

(1) ’ ;
Uy=1#(’”)7+ 4’(7')7
Aus diesen Gleichungen findet man:
o 2 N x4
e ) e~y D ()Y,
v, N} xy o, 2 x?
, ‘a‘; (p(?‘)ﬁ (p(T) o (),},2_1/)(7')_3)
Gz .,y y?
?‘g (p(T)-,;,E ),’,3_1_110(7') +'l/)(),r37
vy _ ry_ Yy
Ve St 90 S O — v ),
Hieraus findet man dann weiter:
, 1
I=g )+ 90,
(12)

w=¢m+iwm

”



10 TH. HESSELBERG Geof. Publ.

Ferner wird:

dw @ , x @

P v (r) - + v’ (7) 2 v (r) 757
ow Y ron Y Y
ay =y (7') > _,_ L4 (7) 7,2 L4 (7‘) 78 °

Mit Hilfe einiger Rechnung findet man demnach:
= W ug =10 [0+ Ly - Lve].
Durch Kinsetzung der gefundenen Ausdriicke in Gleichung (9) findet man ferner:
100+ v —Fvn| g0+ Leo][ve+ Ly 0]
FU A0+ T 00 | e[ 01+ L v)] =0,

oder:

r

17O+ L0 [+ v+ Ly | =o.

POV O+ Y+ e o]+ L e+ 00 0)

Multipliziert man diese Gleichung mit 7, so werden alle Glieder vollstindige Differentiale.
Man bekommt:

lp M ) r+ ¢ ) ()7 + @)y O]+ 19 () w () + 9 )y ()]
TP O r+o@l+cly' ) r+we)=o,

oder:
a . ') d ) ; d d 10
19OV O+ o0 v+ 11 [ 0)r] 4 e [y () ] — .
Durch Integration bekommt man endlich:

(13) POV T+ YO Flo@)r+ey)r=C.

Diese Gleichung muss erfiillt sein, damit ein Druckfeld fiir das Bewegungsfeld
gefunden werden kann, das durch die Gleichungen (11) definiert ist.

Wie man sieht, geht die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nicht in diese Bedingungs-
gleichung hinein. Man kann deshalb stationire rotatorische Bewegungen suchen und ihnen
nachher durch Addition eines translatorischen Feldes irgend eine Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit geben.

Um nunmehr das Druckfeld fiir die Bewegung zu finden, welche durch die Gleich-
ungen (11) gegeben ist, brauchen wir die Gleichungen (10):

op o0V OV
— %—(Ux —bo)%“l—vy@—lvy—*— C Uy,
op ovy 0vy
—a @—(vw—vo)%—l—vy@—[—lvz—{—cvy,
. . 0v, 0uy 0 o, .
indem wir die gefundenen Werte von = s e , Yy und 2% einsetzen.
ox’ 0y’ ox oy v
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Wir erhalten dann:

@

@ = mwwm%—¢uwm——wﬂme—wHw);—Mwﬂ

— 1) Z e L —op i)Y A ev,,
~a§§=rp(rw’(r)%Jrq»(r)w'(r)i;+¢(r>w()Ti—u() ) Lt 1 ()L
-lwm%+cqv(r)é—+mp(r)7+lvO-

Durch Benutzung der Gleichung (13) reduzierten sich diese Gleichungen auf:

——ag£ l:(l’(”([ (r) — %l/‘(’”)w()‘lw T)“l"cq)()}*_ay +cvy,

—a [y O — o0 v — w0+ g0 Lt 051,

Das erste Glied dieser Gleichungen gibt ein Druckfeld, wo der Gradient lings dem
Radius Vektor fillt, das dritte Glied ein geradliniges Druckfeld. Das zweite Glied gibt
dagegen ein Druckfeld, wo der Gradient senkrecht zum Radius Vektor steht. Dieses ist
indessen unmdglich, da der Luftdruck nicht mehrere Werte in demselben Punkt haben
kann. Man muss deshalb:

=0

setzen und bekommt statt Gleichung (13) die Bedingungsgleichung:

(14 TOY O +L 90 we)+1pE) + oy —o.

Fiir das Druckfeld bekommt man dann:

—ag= P07~ v PO—1w ) +ep )| L on,
—“%=[¢<’"><P’<’">—iwﬂ)wm—zwmﬂ(p(rﬂ‘Z+“,(,,

Setzen wir jetzt:

(15) p=p;+ps,

so kann man setzen:

dp
(16 —a ) L — L) e 0,

| —ep=CitcevoxFlv,y.

Durch diese Gleichungen kann der Luftdruck bestimmt werden, wenn die Funk-
tionen @ (r) und v (r) gegeben sind.

Um mogliche rotatorische Bewegungen der behandelten Art zu finden, kann man
jetzt in folgender Weise verfahren.
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Man wihlt eine Funktion i (r) und kann dann wit Hilfe von Gleichung (14) dic
Funktion ¢ (r) finden. Man hat:

() ” )= 2

AR IR

Durch Einsetzen der Funktionen ¢ (r) und  (#) in Gleichung (11) findet man dann das
Bewegungsfeld und durch Einsetzen in Gleichung (16) das Druckfeld.

Beispiele. — Es sollen schliesslich einige Beispiele gegeben werden, um die Ver-
wendung der gefundenen Gleichungen zu zeigen.

Beispiel 1.
Man wihlt ein Bewegungsfeld:

U:c=vx'o+at’
Vy=1Uy.o+ bt,

WO Uz.qs Uy.g, @ und b Konstanten sind.
. Ovy  Ov, 0 v, S s . .
Man hat hier 5%271;:%: al;/ = 0. Folglich ist o= 6= 0, und die Beding-
ungsgleichung (6) ist identisch erfiillt.
Weiter ist:

avx_a i)-vy_
at 7 ot

b,
und man erhilt nach Gleichung (8):

0P a1+ b+ o (mgtat),

——ag—g=b—|—l(vx.o+at)—}—c(vy,o+bt).

Durch Integration findet man:

p=p, +Dpy,
wobei

—ap=[—1y. 0+ b)) Fe@e,tate [l o+at) +cv,,+b0y+C,
—apy=ax+by
ist.
Aus diesen Gleichungen sieht man, dass man sich das Druckfeld aus zwei Teilen
bestehend denken kann, einen Teil, der von dem augenblicklichen Wind abhingig ist, und
einen Teil der von der Anderung des Windes abhiingt. Wegen der Anderung des Windes

tritt eine Zusatzgradientkraft auf, die gleich %Qti ist.

Sei die Gradientkraft — o G, fiir den Fall, dass der Wind sich nicht &ndert, so ist
sie bei veriinderlichem Wind

ov
aGl +5£.
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Fig. 2.

Aus dicser Gleichung ersieht man (vergl. Fig. 2):

(1) Grosse Gradientkraft und kleine Ablenkung gibt Windzunahme.
(2) Kleine » »  grosse » »  Windabnahme.
(3) Kleine » > kleine » »  Winddrehung nach rechts.
(4) Grosse » »  grosse » » Winddrehung nach links.

Mit Hilfe dieser Regeln kann man aus dem Verhiltnis zwischen Wind und Gradient
ersehen, wic der Wind sich #ndert.
Eine genauere Diskussion dieser Erscheinung habe ich frither gegeben.®)

Beispiel 2.

Wir wihlen:
vw=Ax+ By,
Uy = Czx + D Y

und werden untersuchen, ob die Konstanten .A, B, ¢ und D so gewihlt werden kénnen,
dass eine stationire Bewegung dieser Art moglich ist.**)
Mit Hilfe der Gleichungen (7) bekommt man:

wo=C—1B, 0=A-+D.
Die Bedingungsgleichung (6) gibt dann:
(O——B)(A—[—D)—{—Z(A—l—D)—I—c(C’—B)%O.

Durch diese Gleichung ist der vierte Koeffizient bestimmt, wenn die drei anderen gewihle
worden sind.
‘Die Gleichungen (10) geben weiter, indem v, — 0 gesetzt wird (stationire Bewegung):

—a — (o By 4 +(Co+ Dy B—1(Cx+ Dy)+e(da+ By),

*) Th. Hesselberg: Uber eine Beziehung zwischen Druckgradient, Wind und Gradienteninderung.
Versif des Geoph. Instituts der Universitit Leipzig. Zweite Serie, Bd. I, 8. 208,

¥*) Das Bewegungsfeld selbst ist von verschiedenen Verfassern untersucht worden. Siehe z. B. Th.
Hesselberg wnd H. U. Sverdrup: Das Beschleunigungsfeld bei einfachen Luftbewegungen. Verosff,
des Geoph. Tnstituts der Universitit Leipzig. Zweite. Serie, Bd. I, 8. 117.
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oder:

—-a%=(/12+3c'—zc+cA)x+(AB+BD--lD+oB)y,

819_

—y =M O+ ODHIAd+c 0w+ D+ BCHIB+oD)y.

Die Bedingungsgleichung gibt:

AB+BD—ID+¢B=AC+CD+144+cC.
Wir konnen deshalb setzen:
— afd£=P:c—}— Qy,

ox
?B_.Q ’ R
——aay_ 33—*— Y,
oder:

—ap=3P2+Quzy+ IRy + K,

P—=A*"+BC-10+cd,
Q—AB+BD—1D+¢B=AC+CDL141¢0C,
R=D*+BC+1B1leD,

K — Integrationskonstante.
Beispiel 3.
Wir werden jetzt untersuchen, ob das Bewegungsfeld:

vz=A'x—]—By,
vp=0x+ Dy,

Geof. Publ.

sich ohne Anderungen lings der X-Achse mit einer Geschwindigkeit v, fortbewegen kann,

Die Bedingungsgleichung gibt wie im vorhergehenden Beispiel:

(C—B)(A+D)+1(4+D)+e(C—B)—0.

Weiter geben die Gleichungen (10), indem wir wie im vorhergehenden Beispiel ver-
fahren und den Buchstaben P, @, R und K dieselbe Bedeutung zukommen lassen :

—ap=%P+ Qxy + t Ry*—v, Az —v,Cy+ K,

oder:
P=p+Dps>
woO
—ap, =3P+ Qrzy+ 3Ry + K,
—apy=—1v,(4dx—+ Cy)
ist.

Das Druckfeld kann man sich also aus zwei Teilen bestehend denken, namlich das
Druckfeld im stationiren Fall und eine Ebene die um so schriger ist, je schneller die

Fortpflanzung vor sich gehen soll.
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Das Druckzentrum wird deshalb von Origo und dem Windzentrum Vérschoben, um
so mehr, je schneller die Fortpflanzung vor sich geht.

Ich habe frither diese Verschiebung des Druckzentrums von dem Windzentrum fiir
einen Spezialfall niher diskutiert.®)

Beispiel 4.
Wir wihlen:
@+ 2Bxy+Cy¥+2Dx+2Ey,
vy=A' B+ 2B axy+ Cy*+2Dz+2Fy,

und werden untersuchen, ob die Konstanten 4, B, C, D, E, A, B, ¢', IV, E’ so gewiihlt
werden konnen, dass das Bewegungsfeld sich ohne Anderungen lings der X Achse mit
einer Geschwindigkeit v, fortpflanzt.

Wir finden:

a;; 2404 2By 42D, %=2Bm—}—20y—}—2E,
%=2A’x+23’y—|—21)', %y=23'x+20'y+2E'.

Weiter wird nach Gleichung (7):

w=2(A —Bx+2B—0yt+2W—E),
X 0 =24+ B)z+ 2B+ C)y+2(D+ E),
und wir finden:
ow )

Werden diese Werte in die Bedingungsgleichung (9) eingefiihrt, so bekommt man nach
einiger Rechnung:

2[A(4'— B)+ A'(B'— C)+ 2(4'— B) (4 -+ B)| »*
+4|B(4'— B)+ B (B~ 0)+ (4 + B)(B'— C)+ (4'— B)(B + )]y
+2[C(4 — B) 4 C'(B'— C)+ 2(B — 0) (B + C')] y*
+2[2D(A—B)+2D'(B—C)+2(4+ B)(D'— E)+ 2(4 — B) (D - E)
T 1A+ B) 4 o(4 — Bz
+ 22 EW— B+ 2B B — )+ 2(0'—E)(B+ )+ 2D+ ) (B — ()
FIUB+ )+ e B~ Oy
=0 (4’ —B)+ 2(0 — EYD+E)+ 1D+ B) +c (I — E)| = 0.

Damit diese Gleichung identisch erfiillt werden kann, miissen alle Ausdriicke in den

eckigen Paranthesen gleich Null sein. Dieses gibt folgende sechs Bedingungsgleichungen
zwischen den 10 Koeffizienten und v,:

Ad'— B+ 4B —C)+2(4'—B)(Ad+B)—=o0,
B4~ B)+ B(B— )+ (4 + B)(B — C) + (4 — BB 40)—0,
CAd' —B) 4+ C(B—C)+2FB—C)(B+ ¢)—o0,

2D —B)+ 2D (B — )4 2(4+ B)(D'— E)+ 24— B)(D + E)
+ 1A+ B)+e(d'—B)—o0,

2EA — B +2E B — )+ 2B+ )1 —E)+ 2B — C)(D+ E)
FIB+C)Fe(B—0) =0,
— (4~ B)+ 2 —EYD+E)V 41D+ EY+ el —E)—0.

*Y Th. Hesselberg: Uber die Beziehung zwischen Luftdruck und Wind im nichtstationdren Fall
Verdif. des Geoph. Instituts der Universitit Leipzig, Zweite Serie, Bd. I, 8. 175.
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Durch Einsetzung in Gleichung (10) bekommt man fiir das Druckfeld:

—aZ—Lut Maty+ Nay' + 0y + Pa*+ Quy+ Ry*+ Sz -+ Ty — 20, D,

—az%;:gaﬁ—]- Nx2y—{—30xy2—|—Uy3+%xg—]—,?ny—l—Vy?—l- Te+Wy—2v,D.

WO

L=2A4*4+2BA", M=6AA+6AB, N=2A4AC+4B*+2BC +4CPH,
0=2BCH20C, P=6AD-}+4BD +2EA —14"— ¢4,
Q=4AE+48BD+4BE ++4CD +4EB—2IB + 2¢B,
R=4BE+J 20D+ 4CE'+2EC'—I10" 4 ¢C, S=41? 4 4ED"— 21D+ 2¢D— 20,4,
T=4DE+44EE —2lE' 4+ 2¢cE—2v,B, U=20B +2C"%
V—=4EB+ 2CD+ 6C'E'+1C+cC, W=4FED 4+ 4E*+ 21E+ 2¢E'— 2v,B.
ist.

Durch Integration findet man:

L M N U P ) v
—ap=gat 4 gty gatyt 4 Ox»z/3+Zy4+§x3+fg~x2y+Rﬂvyg+§y3

—{—g.ﬁ—}—Txy—{—%fgf—?voDm—QvoD'y—FK,

wo K eine Integrationskonstante ist.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v, geht nicht allein in den Gliedern ersten Grades,
sondern auch in den Koeffizienten S, 7 und W ein.

Das Druckfeld wird also bei geinderten v, nicht allein verschoben, sondern auch
im allgemeinen geiindert.

Beispiel 5.
Wenn in einem Bewegungsfeld:
w==0=20

ist, so ist Gleichung (6) identisch erfiillt. Irgend welche Bewegung dieser Art ist also
moglich. Wir setzen weiter die Bedingung, dass die Bewegung rotatorisch sein soll, und
die Gleichungen (12) geben dann:

¥+ e =0,

W 0) () = o

Diese Gleichungen geben :

wo A und B Integrationskonstanten sind.
Das Bewegungsfeld wird demnach (siehe Gleichung 11, S. 9):

x Y
vx:AF——Bﬁ’

X
UyzBF—I—A%.
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Weiter gibt Gleichung (16):

Integration gibt dann:

_ap1=%(A2+Bz)%—l—(cA-—lB)lognatr—{—K.
E

Dieses Bewegungsfeld gibt die von Kobayasi*) behandelte Zyklone, Das Druckfeld
ist aber bei Kobayasi nur als:

p =R G log nat » + Konst

angegeben, weil er die Zentrifugalkraft ausser Betracht gelassen hat.

Kobayasi lasst seine Zyklone sich ohne Anderungen durch die Luftschichten am
Erdboden fortbewegen.

Dieses ist moglich, weil w — 6 — 0 und die Bedingungsgleichung (6) deshalb iden-
tisch erfillt ist. :

Das Druckfeld wird aber nicht dasselbe wie im stationiren Fall. Nach Gleich-
ung (10) hat man, wenn das Bewegungsfeld sich mit der Geschwindigkeit v, lings der
positiven X-Achse fortpflanzt:

P=p+p;,
WO -
op, Vs OV
T e Ty Ty —lwter,
op ov ov
_aﬁjzvx%y—[—vya*;—{—l@x—l—cvy,
und
op v,
T T T Y
op, vy
- (Za/—— - /[70—,()"/;

ist, d. h. man kann sich das Druckfeld aus zwei Teilen bestehend denken, von welchen
der eine fiir den stationdiren Fall gilt, und der andere von der Fortpflanzung abhiingt.
Das erste Feld haben wir schon berechnet. Fir das zweite bekommen wir:

0 xz 2 Z
_aﬁ=_7’0(_—A,7+BZ4+2BT?4/)’

ox
ops _ a? YR
—aa‘y——i’o(—B'ﬁ+BF—2AT4 .

Durch Integration findet man:

2
—ap2=vo(B%—AF),

*) Taluo Kobayasi: On the Mechanism of Cyclones and Anticyclones. Quarterly Journal of the
Royal Meteorological Society. July, 1928,
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und das Druckfeld der beweglichen Zyklone wird:
—ap—} (42 BY) S A—1B)logmatr + 2 (By— d2)+ K,
ein Druckfeld, das nicht mehr zirkular um Origo ist.

Beispiel 6.
‘Wir wihlen:
Y (r)=100(10—8y®* — 2.10=**22 L 10%7).

Diese Gleichung gibt i = 0 fiir # = 0 und » =1000 km. Weiter hat man 1,0, — 14.7 m/sek
fiir » = 300 km.

Setzen wir weiter ¢ = 10~* und [ = 10~%, so gibt Gleichung (17):

10—18y3 — 2,10 1292 L 10— %7

p () =—100 410~y —6.10-%r 4 3

Gleichung (11) gibt dann fiir das Windfeld :

10— %x
4.10" %y 6. 10"%r+3

vm=—100(10“1272—2-10—67-{—1)[ +10*“.1/]+vo,

105y
, = 100 (10— 12¢2 — 2.70—6¢ 1| 10-%x — - .
v, 0( r 2.10-%r + )[0 x 4-10—1272—6-10—"7”—{—5’:\

Mit Hilfe der Gleichungen (15) und (16) kann demnach das Druckfeld bestimms
werden. Da dieses viel Rechnen verursachen wiirde, habe ich ein graphisches Verfahren
benutzt.

In Fig. 3 und 4 sind Ldsungen graphisch dargestellt fiir einestationire Zyklone und
eine Zyklone, die sich mit einem Strom von 4 m/sck. fortbewegt. Die diinnen Linien sind
Tsobaren (Druck in mbar), die dicken Linien mit Pfeilspitzen sind Stromlinien und die
dicken Linien ohne Pfeilspitze sind Kurven gleicher Geschwindigkeit (in m/sek.).

Es ist in Fig. 4 auffallend, dass die Zyklone so kriftig deformiert ist, selbst bei
dem relativ schwachen durchgehenden Strom von 4 my/sek. Unsere Zyklonen scheinen
sich mehr dem Typ zu nithern, der im Beispiel 3 beschrieben worden ist und der sich
ohne cinen durchgehenden Strom fortbewegt. :

Beispiel 7.

Um eine Zyklone zu behandeln, die sich an Ort und Stelle éndert, z. B. vertieft,
lassen wir ¢ (r) und ¥/ (r) in den Gleichungen (11) nicht allein Funktionen von 7, sondern
auch von f sein. Wir wiihlen also:

<

[”msz'(’“t)%— l/'(r-t)%,
(18) J
Uy=l,ll(r-t)%+ ¢(T.i)~%,_
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Aus diesen Gleichungen finden wir entsprechend Gleichung (12)

()l/' 1
U—‘aT ‘;' .

Wir haben dann:
‘w o (o
T t(d; +5 ‘/)'
Weiter wie frither:

) ow any 1 o 1
, Yo , DN T e 7
Y + v oy T (6;‘2 + roér ot ¢) ’

el )zt

+1 (“”+~~rp)+ (St L) =

Wie vorher werden die Glieder in folgender Weise geordnet

und die Bedingungsgleichung (6) gibt
oY 1 oMY 1 oy 1
07(57—_*_7(/')—{— (d;3+7" )

?

gt(%zﬂf“l/)Jr( Uy —cpif’)+ (o’fﬁ,+zw )
FE ) e (T )
Multiplikation mit 7 gibt:
it (Gt + (o5 e )+ (e + )
+l(§,.’”+fﬁ)+6(ﬂr+q;)=
oder:

oder:

0 0 ¢
‘*‘ﬁ((ﬁ ) —{—Zﬁ(r(p) +0977(7” ) =0,

oy .
'ﬁr( d—}—(p(’ r - ql¢/+l7"(p—}—c7"t,/r)=0.‘
Integration gibt:

g b g torv— O (),

eine Gleichung, die sich von Gleichung (13) nur dadurch unterscheidet, dass das Gled
o .
t «l

r auf der linken Seite auftritt und dass auf der rechten Seite cine Funktion von #

statt einer Integrationskonstante auftritt

Geof. Publ.

0.
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Mit Hilfe der Gleichungen (8) finden wir weiter:

0 0 1
‘afc ( + ¢ rp — -y —l#’—l—Clp)——C()%
0 1
BJZ ( + ¢ 71/J2*l#”—|—6(!>) —l—C()—ng

an

Das erste Glied dieser Gleichungen gibt ein Druckfeld, wo der Gradient lings dem Radius
Vektor fillt. Das zweite gibt ein Druckfeld, das senkrecht zum Radius Vektor verlaiift,
also ein Feld, das in der Natur nicht vorkommen kann. Man hat deshalb:

Cy=o,
und folglich fiir das Druckfeld :

Bp

0
(19) Rk RS S ST

und fiir das Bewegungsfeld:

oy oy

(20) FIR A —gu’—{—lcp—}—cw=0

Wird diese Gleichung nach ¢ aunfgeldst, so erhalten wir:

Wy

oy
WLyt

(21) o= —

Wenn man eine Funktion ¢ von » und ¢ gewihlt hat, so kann man mit Hilfe von
Gleichung (21) ¢ bestimmen. Dann ist das Bewegungsfeld durch die Gleichungen (18)
gegeben. Weiter findet man das Druckfeld durch Integration der Gleichung (19).

Wir wiihlen z B.:

Y=a(l-+bir.
Hieraus hat man:
/ Il
i’l—a(erbt), %fft—'=azw.

Gleichung (21) gibt dann:

_ b+ca+ b
¢ “T¥2ad b9

Die Gleichungen (18) geben demnach das Bewegungsfeld :

bte(1+bY
TTT 2a@Fop” U0
w=all by —apt LA

Ve =
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Fiir dieses Bewegungsfeld findet man:

w=2a(1-+bt),
. b+ c(1-+ b
N S PN TS
Der Wirbel nimmt also proportional mit der Zeit zu.

Fir das Druckfeld gibt Gleichung (19):

op Qab — le o [0+ c(Z4 bt)\? 9 s
—eo = rrnm o (e e —at+

b—l—c(l—i—bt)}r'

T Y 2aa L0y
Integration gibt:

—ap—=3Qr+ 0,

wo @ der Ausdruck in den eckigen Klammern ist und C eine Integrationskonstante.
Fiir den Zeitpunkt { = 0 haben wir:

Y=ar,
b4+e¢
L+ 2a

¢=—a r,

Ist # der Ablenkungswinkel zwischen Wind und Gradient oder zwischen dem Wind
und dem Radius Vektor, so ist fiir ¢ — 0: , '

_ ¥ _lt2a
¢ b’

Wenn die Zyklone sich vertieft (b positiv), ist also der Ablenkungswinkel im inneren
Gebiet klein, wihrend er gross ist, wenn die Zyklone sich ausfiillt. Fir b4 ¢ < 0 ist
er sogar grosser wie 90° (Auge der Zyklone).

tg 8 =

Schlusshemerkung. Durch die einfachen Beispiele, die oben gegeben worden sind,
hoffe ich gezeigt zu haben, dass es vorteilhaft ist, Bewegungsfelder zu suchen, welche der
dritten Wirbelgleichung Geniige leistet und dann erst das Druckfeld zu bestimmen. Durch
dieses Verfahren kann man Integrale der Bewegungsgleichungen in vielen Fillen finden,
wo es auf gewthnlichem Wege schwierig ist. Die Genauigkeit der gefundenen Los-
ungen wird besonders dadurch beschrinkt, dass die Bewegungsgleichungen (4) nur ange-
nihert richtig sind. FErst wenn man durch weitere Untersuchungen bessere Kenntnisse
der Reibungskraft erhalten hat, kann man diese Fehlerquelle entfernen,




