UNTERSUCHUNGEN UBER DIE GESETZE DER
AUSGEGLICHENEN BEWEGUNGEN IN DER ATMOSPHARE.

VON
TH. HESSELBERG.

(Manuskript am 5. Mai 1927 eingeliefert.)

1. Eunleitung. Die Gesetze der Hydrodynamik und der Thermodynamik gelten
streng genommen nur fiir die wirklichen, ungeordneten Bewegungen und Zustinde in der
Atmosphire, und man kann nicht ohne weiteres davon ausgehen, dass sie auch fiir die
ausgeglichenen Felder giiltig sind, die unsere meteorologischen Beobachtungen geben.

In einer frilheren Arbeit?) habe ich versucht die Gesetze der ausgeglichenen
Bewegungen und Zustiinde aus denjenigen der ungeordneten abzuleiten. Es wurde gezeigt,
dass unsere Beobachtungen in guter Ubereinstimmung mit folgenden Definitionen sind:

1 / 1 (, 1(,q 1 V!
(1) p=-_[~fp dt,g=7fgdt,gt9=?fgﬂdz,gv=?fg‘vdr
T T

T T
wo
p = ausgeglichener Luftdruck,
¢ = ausgeglichene Dichte,
9 = — Temperatur,
v = — Geschwindigkeit

ist, wihrend p’, o/, ¥’ und v’ die wirklichen, ungeordneten Werte der Ele- '
mente bedeuten, und dv ein Element des Volumens 7 ist.

Eine Reihe abgeleiteter Grossen sind dann durch ihre Verbindungs-
gleichungen mit den in den Gleichungen (1) definierten Gréssen zu bestimmen :

@ a — é, V=0v,K=100" W= Tco0d.

Die Buchstaben haben hier folgende Bedeutung:

spezifisches Volumen,

spezifische Bewegungsgrosse,

kinetische Energie pro Volumeneinheit,

innere KEnergie pro Volumeneinheit,
Arbeitsiquivalent,

p spezifische Warme der Luft bei konstantem Druck.

Ngﬁv’ja
I T

[+

! Th. Hesselberg: Die Gesetze der ausgeglichenen atmosphiirischen Bewegungen. Beitrige zur
Physik der freien Atmosphire, XII Band, Heft 3, 1925.
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Mit Hilfe von den Definitionen (1) ist es leicht zu zeigen, dass die
Zustandsgleichung und die Kontinuititsgleichung unveriindert fiir die aus-
geglichenen Werte der Elemente gelten.

Man hat:
= Rpo’ 9"

Wenn man hier mit d+ multipliziert und iiber das Vclumen < 1ntegr1ert
80 bekommt man:

1 rao 1 rara. _ pl r g
—;fpdt—?fRQﬁdr_R7fQﬂdr,
T T T

oder nach den Gleichungen (1):
3) p = Rod-
Die Koantinuititsgleichung lautet :
0d _ 3(d'vs) ole'vy/) , 2(v))
B I P + 2y +

Indem man wieder mit dt multipliziert und iber das Volumen 7 inte-

griert, so erhilt man:
_ 1 2 (0" vy) 1 Q vy Q v
) ox
T

Hieraus bekommt man:

2 [1 [, o1 ( , , o [1
— 7l d’JZﬁ[?f“““}ﬂy[f“”]

T T T

o 1, .
[ o)

T

oder nach den Gleichungen (1):

o o _ (om) 2 (o vy) ? (ov,)
() it~ ez T ay+ oz
Wenn man weiter feststellt, dass das ausgeglichene Luftindividuum die
ausgeglichene Bewegung folgen soll, so hat man fiir irgend ein Element f:

af _of o, 3f+vaf+va_j'.

) dt — 9t Y oy oz
Aus Gleichung (4) bekommt man:
90 dp op 90 OV, 81;1
Tt T Vs Wy a0 \ew Ty

und mit Hilfe von Gleichung (5), indem f = g gesetat wird:

1do  0ve v, OV,
© e d el

o dt ox
Wir sehen also, dass die Zustandsgleichung und die Kontinuititsgleichung
" unverandert fiir die ausgeglichenen Werte der Elemente gelten.
Da dte Kontinuitiitsgleichung giiltig ist, wird unser Luftindividuum seine
Masse beibehalten. Wegen der ungeordneten Bewegungen wird also ebenso
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viel Masse in das Luftindividuum hineingebracht wie hinausgebracht. Die
Luftmassen, die hineinstrémen, haben aber gewohnlich andere Eigenschaften
als die hinausstromenden Luftmassen. Durch die ungeordneten Bewegungen
werden deshalb gewohnlich dem betrachteten Individuum Eigenschaften von
den herumgebenden Luftmassen zugefithrt. Es wird z. B. durch diesen Aus-
tausch Bewegungsgrosse, kinetische Energie und innere Energie dem Indivi-
duum zugefithrt Wenn wir die ausgeglichenen Felder behandeln, treten des-
halb in den Bewegungsgleichungen und in dem ersten Satz der mechanischen
Wirmetheorie Zusatzglieder auf, welche bei den entsprechenden Gleichungen

~ fiir die wirklichen Felder nicht vorkommen,

In der oben erwihnten Abhandlung sind die Hauptgleichungen eine vor-
liufige Behandlung unterworfen; im folgenden sollen sie eine mehr eingehende
Behandlung gegeben werden.

I. Der Austausch.

2. Massenaustausch. Fiir den Massentransport M, pro Zeit und Flichen-
einheit durch eine horizontale Fliche o, haben wir:

1
Mz:‘— ’ z/ z .
o,‘f@ v, do

O,

Wenn man eine Fliche ¢ so gross wihlt, dass Partikelchen in allen
moglichen Phasen der ungeordneten Bewegung sich in der Fliche befinden, so

gibt der Ausdrack: )
1 ' o
2 erao
o

einen von den wegen der ungeordneten Bewegungen auftretenden Variationen
befreiten Mittelwert eines Elements f', in derselben Weise wie das Raum-

integral :
1 r oo
7/9 Sl
T

es macht, wenn das Volumen 7 hinreichend gross gewihlt wird. Wir kénnen

deshalb :
1 ’ pr ____.1 rpr
S Serae =1 foran
o T

setzen. Wir bekommen dann:

1
M, = (ng'v,’do, = 0.
Oy

Denselben Massentransport erhilt man, wenn man die ausgeglichene
Bewegung behandelt. Algebraisch gerechnet geschieht kein vertikaler Massen-
transport durch die Fliche wegen  der ungeordneten Bewegungen. Wegen
dieser hat man demnach denselben Massentransport m, pro Zeit und Flichen-
einheit nach unten wie nach oben. Dieser Massentransport werden wir den
vertikalen Massenaustausch nennen.
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Durch eine horizontale Fliche F),, welche der ausgeglichenen Bewegung
folgt, hat man also wegen der ungeordneten Bewegungen einen Massentrans-
port m, nach oben und einen gleichen nach unten. Relativ zu dieser Fliche
haben die Luftteilchen vertikale Geschwindigkeiten:

NAv, =v, — v,
gleich der ungeordneten vertikalen Zusatzgeschwindigkeiten.

Denken wir uns jetzt einen Augenblick, dass jedes einzelne Luftteilchen,
das durch Z, herabsteigt, eine gleiche relative Vertikalgeschwindigkeit nach
oben hitte, wir wiirden dann einen Transport von Masse durch F, gleich
2 m, nach oben haben, und wir bekommen :

1 ’ a Yy
2m,=o— o' | A v/ |do, =0 Av,,
- z
O,
wo /\ v, der mittlere numerische Wert der vertikalen Zusatzgeschwindigkeiten
ist, die wegen der ungeordneten Bewegungen auftreten. Nennen wir diesen
Mittelwert u,, so haben wir:

My, = § 0U,.
Die Luftmassen, welche durch F hinaufsteigen, haben eine Masse m*
und eine mittlere vertikale Zusatzgeschwindigkeit #, ,. Die nach unten

gehenden Luftmassen haben die gleiche Masse m, und eine mittlere vertikale
Zunsatzgeschwindigkeit #,., nach unten. Es ist dann der Mittelwert:

My Ug.q + M, (— U,.3) = 0,

weil der mittlere algebraische Wert der Zusatzgeschwindigkeiten gleich Null
ist. Man hat dann: .
U1 = us.2‘= Us -
Wir werden jetzt den Massentransport M, pro Zeit- und Flicheneinheit
durch eine vertikale Fliche o, senkrecht auf der X-Achse suchen. Wir

haben :
1
M, — —fe'vx’d% — 0va.
O
Oz

Denselben Massentransport hat man, wenn man die ausgeglichene
Bewegung behandelt. Man hat also wegen der ungeordneten Bewegungen
denselben Massentransport m, pro Zeit- und Flicheneinheit durch die Flache
o, in positiver wie in negativer Richtung. Durch eine entsprechende Uber-
legung wie bei dem vertikalen Massenaustansch findet man :

Moy = % QUyx,

wo m, der Massenaustausch durch o, ist, und u, den mittleren numerischen
Wert der X-Komponenten der wegen der ungeordneten Bewegungen auf-
tretenden Zusatzgeschwindigkeiten bedeutet.

In ganz analoger Weise findet man fiir den Massenaustausch durch eine
Flache o, senkrecht auf der Y -Achse:

— 1
My = g5 QUy.

Da es bei den ungeordneten Bewegungen keine bevorzugte Richtung
gibt, so ist;
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(10)

Uy = Uy = U, = U,
und folglich:
My = My = M, = m.
Wir haben schliesslich :
m =1 ou.

3. Vertikaler Transport von der X- Komponente der Bewegungsgrisse.
Fiir den Transport B,., von Bewegungsgrosse parallel der X-Achse pro Zeit-
und Flicheneinheit durch die horizontale Fliche ¢, haben wir:

1 ’ ’ ’ 1 ’ ’ .
B, .= ;f@_ Ve vy d o, = o f@ vy (Vs + /\v,) do,
T, Oy
1 s 7 1 ’o s
= v, E—f@'vwdo, —}—O—fg ve /N\v,do,,
O, o

‘ 1
B, = 0vzv, + o—fg'vx’Av,do,.

Oy

oder:

Fiir das letzte Integral haben wir:

1 , 1 , ,
. o’v., Av,do, = [f@ vx’dr,——fg’vx dr,],

g, 7, T3

wo 7; das Volumen der wegen des Austausches aufsteigenden Partikelchen
bedeutet, die pro Zeiteinheit durch' o, gehen, und 7, das Volumen der abstei-
genden Luftteilchen ist. Wir bekommen dann weiter, indem Grdssen hoherer
Ordnung vernachlissigt werden :

10, , 1

5 ] ¢ A'Usdaﬂ=8—(91”w-171_9277w-‘l"‘2)+—‘_"-

05

Es ist hier o, die mittlere Dichte und v, , die mittlere Geschwindigkeit
der wegen des Austausches aufsteigenden Luftteilchen, wihrend o, und v, ,
die mittlere Dichte und Geschwindigkeit der absteigenden Luftmassen sind.

Wegen des Austausches hat man aber nach § 2 denselben Massentrans-
port m nach oben wie nach unten. Wir haben deshalb :

01Ty = Q3 Ty = MO
Folglich bekommen wir:
1 .y
—~ [o'va ANvdo, = m (vz.1 — vz.2),
Os

und :
By , = 0vs0 + m (Vo1 — V. 2).

Das erste Glied gibt den Transport von Bewegungsgrosse wegen der
ausgeglichenen Bewegungen und das zweite den Transport wegen des Aus-
tausches. :

Wenn v, mit der Hohe zunimmt, werden die aufsteigenden Luftteilchen
im Mittel eine kleinere Geschwindigkeit haben als die absteigenden, weil sie
von schwicher bewegten Luftschichten kommen, wihrend die letzteren von
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den stirker bewegten oberen Luftschichten kommen. In diesem Falle hat
man wegen des Austausches einen Transport von Bewegungsgrosse nach
unten. Wenn v, mit der Héhe abnimmt, ist das umgekehrte der Fall. Je

. 0vy . . . . .
grosser der Zahlenwert von P ist, um so grosser ist dieser Transport. Wir

werden versuchen dieses analytisch auszudriicken.

4.  Der Austauschkoeffizient. Die Luftteilchen, die im Laufe eines
Sekundes wegen des Austausches durch die Fliche o, hinaufsteigen, kommen
im Mittel von einer Hohe [, unterhalb der Fliche. Sie haben deshalb im
Mittel angendhert eine Geschwindigkeit gleich der ausgeglichenen Geschwin-
digkeit in der Héhe I, unterhalb o,. Wir kdnnen deshalb:

v = v l 00

S 7 9

“ “ Ly

setzen. In derselben Weise finden wir, dass:
’

0 v,
22z

Vg.2 = Up + 1

ist, wo [, die Hohe oberhalb der Fliche o, bedeutet, von welcher die durch
o, im Laufe eines Sekundes absteigenden Luftteilchen im Mittel kommen.

Wir bekommen also:

0 Vs . lavz
9z 9z’

Vet — Up2 = — (I, + 1)

wo [ die mittlere Wegléinge ist, die ein Partikelchen wegen des Austausches
in einer Sekunde durchlinft. Es hat [ denselben Zahlenwert wie .

Gleichung (10) gibt dann-:

0 Uy
.Bx‘, = QVUzpVU; — ml 73—:.
Wenn wir hier:
setzen, so bekommen wir :
0 Vg
2 == x Uy — .
(12) By.s = gvsv rys

Der Koeffizient # werden wir mit Wilhelm Schmidt den Austausch-
koeffizienten nennen.

Mit Hilfe von Gleichung (11) konnen wir uns iiber die Griossenordnung !
von 7 und seinen Ableitungen orientieren. '

Wir wissen nimlich, dass die ungeordnete Zusatzgeschwindigkeit der-
selben Grossenordnung aber etwas kleiner als die Geschwindigkeit selbst ist,
und dass sie mit dieser etwa proportional wichst, wenigstens in der Nihe der

Erdoberfliche. Wir haben deshalb:

Magn. = 10-% bis 10-2,
A/ P sy 10—5
Magn. 7 = 10— bis 105,

! Vergleich Th. Hesselberg und A. Friedmann: Die Gréssenordnung der meteorologischen Elemente
und ibrer riumlichen und zeitlichen Ableitungen. Versff. des Geophys. Inst. der Univ. Leipzig,
zweite Serie, Band I, Heft 5.
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, o dy oy e
Llﬂgn. ﬁ == Magn. W == 10 . blS 10 p)

on __ 9N 10—8 hi —7
Magn. i = Magn. awy = 10-8 bis 10— 7.

Die gefundene Grodssenordnung von 7 ist, wie man sieht, die gleiche,
die nach verschiedenen anderen Methoden gefunden ist.

5. Tramsport von Bewegungsgrisse. Wie fir B, , finden wir den
Transport B, , von Bewegungsgriosse parallel der Y-Achse pro Zeit- und
Fliicheneinheit durch die horizontale Fliche g, :

o vy,
T

B, , = ovyu

Fiir den Transport von Bewegungsgrosse B,., parallel der Z-Achse pro
Zeit- und Flacheneinheit haben wir wie fiir B, , (vergl. Gleichung (10)):

1 PR
B"”=; o v,/ v,/ do, = v, v, + m (V.1 — v,.3),
z

O,

wo v,.1 die mittlere vertikale Geschwindigkeit der wegen des Austausches
aufsteigenden Luftmassen ist, und v, , die mittlere vertikale Geschwindigkeit
der absteigenden Luftteilchen bedeutet.

Die Luftteilchen, die nach oben gehen, haben nach § 2 eine mittlere
Geschwindigkeit :
Vo1 = U, + u,
wihrend die absteigenden Luftmassen eine mittlere Geschwindigkeit :
Vy 2 = U, — U
haben Wir bekommen demnach:
m (Vs y — Ve g) == 2 mu.
Setzen wir jetat:
(13) Nt = mu = % ou®,
so bekommen wir :
(14) B, , = ov,v, + 294*

Der Zahlenwert von u ist gleich demjenigen von I. Wir haben deshalb
fiir 4* denselben Zahlenwert wie fiir . Wihrend # die Dimension L= M T!
hat, so hat aber n* die Dimension L~'M T—* (L = Linge, M == Masse
T = Zeit).

Fiir den Transport von Bewegungsgrosse durch eine horizontale Fliche
6, haben wir folgendes System von Gleichungen gefunden:

ov avl
Bw-’ZQUﬂ’vz—‘n 3_;7 B, .. :vavz_n_ﬁ’
B... = ov. 0. + 2 7.

In derselben Weise finden wir fiir die Transporte von Bewegungsgrosse
durch die vertikalen Flichen ¢, und o, und wir bekommen :
2



10

(15)

(16)
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v 0 z
By o =0ueve+ 29", By o =0V va—17 -, Bio=0v:t: — 1 2 >
0 Jx
2 Uy " 0 v,
B, ,=ov.v,— iy B, , = ovyv,+ 24" B, ,=pov.v, — 7781/ .
ov v .
/Bx,z=QUx7«’z—‘77 a—zw’ y.2 = QUyUr—7 ‘a_z‘y) B, .= ov. v + Ry

Fir den Transport B, , von der X-Komponente der Bewegungsgrisse

.aus einem Einheitskubus hat man :

aBzz any aBZ.Z
Bu= ot e
2 2 ? 2 y* 2 [ du,
= v + 5 e+ 5 ey 2 70— L (402

0 0 vy
sz \1%52 )"

In derselben Weise bestimmt man die Transporte B, , und B, , von
der Y-Komponente und der Z-Komponente der Bewegungsgrosse aus dem
Einheitskabus, und man erhilt folgendes System von Gleichungen:

9 . 0 0 n* 0 0 Uy
Bx-a—a—g(é’vxim)-’ra—y(Q”m”y)‘f‘ﬁ(@vxve)"f‘?ﬁ— »(’7 )

2 [ Jus
— 5 (152)
Byam i en )+ golenm) + 55 o) = 75 (172) + 257
— o ee)
Beou = 2= (ovews) + ;—y (0 v 1) + % (er:v)) — ;—x (17 %)

ox
0 0 v\ - on*
= oy (%) +e5h

6. Tramsport von imnerer Enmergie. Der Transport W, von innerer
Energie pro Zeit- und Flicheneinheit durch die horizontale Fliche o, ist :

W, = OifIch'ﬁ"v/da, = Icp;fg'ﬁ' . + Avs) do.,
2 4
A A

N (o
= le¢c,v, — Q‘do,—{—Iq,g— o Nv.do,

Oz
[ - Og

= Tepodu + Iey fg'ﬂ’Awdo,.
[

Fir das letzte Integral haben wir in derselben Weise wie bei dem
Transport von Bewegungsgrosse (vergl, § 3):
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an

1, . 1{(,. 1 " g 1
o o szd%zb;fg s dri—;f@ & dr, =O—Z<Qm91‘[1—— 921?212),

Oz T T2

wo 7, das Volumen der wegen des Austausches im Zeiteinheit aufsteigenden
Luftteilchen bedeutet, und 7, das Volumen der absteigendeu Partikelchen ist.
Weiter ist o, die mittlere Dichte und &, die mittlere Temperatur der auf-
steigenden Teilchen, wihrend g, und ¢, die mittlere Dichte und Temperatur
der absteigenden Luftmassen sind.

Wegen des Austausches haben wir aber denselben Massentransport m
pro Zeit- und Flicheneinhet nach oben wie nach unten. Wir haben deshalb:

017y = QT = MO;,
und folglich :
ai Y Av.do. = m (9, — By).
. OZ
Die Luftmassen, die im Laufe eines Sekundes durch o, hinaufsteigen,
kommen im Mittel von einer Hohe I, unterhalb der Fliche. In dieser Hohe

haben sie im Mittel eine Temperatur :

¥ _I_ ll 1) )
wo y der Temperaturgradient ist. In die Fliche kommen sie angenéhert mit
einer Temperatur :
P+ Ly — LY
an, wo 3 der adiabatische Temperaturgradient ist (im Falle der Kondensation
der feuchtdiabatische Temperaturgradient). Wir bekommen also:

’91=ﬁ_l1(7,—‘7)'
In derselben Weise finden wir, dass :
ﬁ2=‘9+l2(9”_7’)

ist, wo I, die Hohe oberhalb der Fliche o, bedeutet, von welcher die durch
o, im Laufe eines Sekundes absteigenden Luftteilchen im Mittel kommen. Wir

erhalten also:

79'1'"’92=“'(l1+12)(?’/-7)=_‘l(7’—7)'
und : .
1 ’ ’ ’ ’
S je Y Avdo=—ml ¢ —y =—n0 —7.
o7

Schliesslich erhalten wir :
W, = Ic,odv. — Icpy ¢ — 7.

In entsprechender Weise finden wir die Transporte W, und W, von
innerer Energie durch die vertikalen Flichen o, und o, und wir bekommen :

29 ' 29
FPL W, = Ieodv,— Lepy 7y’

W, = Ic,o0dv. — Loy (v — ).

We =Tc,oPve — Iy

 Fiir die Ausstrémung W, von innerer Energie aus dem Einheitskubus

bekommt man :
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(18)

(19)
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oW, oW, | oW,
Wa = dx + oy + 2z’

und :

0 0 b}
WemTo, | ledo) + 5 @0n) + L (@00 |

3 [ 29 2 ( 29 2 ,
— I¢, [ﬁ (’7@)_ + a_y("é?,) T o5, (7—;’))]

Wenn wir fiir den Fall, dass keine Kondensation vorkommt, fiir »’
den Wert:

einfiibren, so bekommen wir :

B , 2 [ 09 2
Iey % 006/ =9) = Top o (152) + 927

oder :

0 , 0 0
Loy O =)= 5% | 155 Tad + g2 |.

II. Die Bewegungsgleichungen.

7. Wenn wir dic X-Achse gegen Osten, die Y-Achse gegen Norden
und die Z-Achse nach oben richten, lauten die Bewegungsgleichungen der
wirklichen Bewegung :

dv’ft /ap”-' ? ! 4 7
dt = — q 5;—'—2’(/?/ — YV, -—I—aRx,
dv,/ , 0y , '
it = —aay — iv, 4+ o R/,
dU:, '=,510’ ’ . '
dt_—g—aay—{—vvx—l—a R, .
Hier hat man:
A=2R2 wsn g ud » = 2 w es ¢,

wo  die Rotationsgeschwindigkeit der Erde und ¢ die geographische Breite
ist. Weiter sind R, B,” und R, die Komponenten der Reibungskraft.

Wenn man die erste Gleichung mit o' dz multipliziert und eine Inte-
gration tiber das Volumen t ausfiihrt, so bekommt man:

1 ,dv,/ . 1 oy 1 , 1 .
—T—fg dtgflr——?fﬁdz—k?flgvydr—7fvgv,d1
T T T

T
1 ’
+*"[—wa d‘[.
T

Um das erste Integral umzuformen, werden wir eine bekannte Trans-
formation verwenden. Fiir eine Grésse '’ hat man :
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(20

[ dfd 8 @fdr—l—f v do,

wo o die Oberfliche des Volumens 7 ist, und v, die Geschwindigkeits-
komponente senkrecht zu dieser Oberfliche, positiv nach aussen gerechnet.

Setzen wir in Gleichung (20) f' = v,’ und v = 71, wo 71 der Ein-
heitskubus ist, so bekommt man :

—f 4 g —f gL =atf9 Wt 4 By =224 B,

T3

oder nach Gleichung (16):

1 , v __d(ewv.)
?‘/’Q di dt = W + (Q’Ua;’l)x) +—(vavy)+ (Q/Ux z)
0 g 0 0 Uy
+eg —a(’? ;) — 7 ln%e)

dvm Vi 0 Uy 0 0 Uz
—o'gr 8 - ﬁ(’?'@‘) - 52(’795)'

Wir haben weiter :

8p 0o |1 , . op
= |t fra ] -3k
P .
—f/lg'vy’dr =1 i‘/Ag'vy’clr = lovy,
T T
T T
1 a7 — 1 /’l — s
—~;fw@z.,,dr_— vlfgzzdr_vgz.,
T

T

Das Reibungsglied gibt die Bewegungsgrosse, die einer Volumeneinheit
der betrachteten Luftmasse wegen des molekularen Austausches zngefiihrt
wird. Wir haben aber oben schon die gesammte Ausfuhr von Bewegungs-
grosse berechnet, ohne Voraussetzung iiber den Ursprung des Austausches
und unabhingig davon ob dieser in Form von einzelnen Molekylen geschieht

oder in grosseren Massen. Es darf dann das Reibungsglied %f R,  dnx

T
nicht getrennt mitgenommen werden.

Wir bekommen dann die Bewegungsgleichung : |

d vy 2 y* 0 0 Uy 8 0ve\ p L
ey T2 5, — a—y("ﬁ) — (’az)" L, TAedy—revs,
oder :

d v, &p n* 0 0 Uy 0 0V
e = — -i—;»QUy'“VQUz——Q + 5_y(n8_y)+8_z(777)}>

In derselben Weise konnen wir die zwei anderen Bewegungsgleichungen
fiir die ausgeglichene Bewegung ableiten, und wir erhalten:
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dvy op ¥ 0 é)z]f 0 0vs
dt = T %ap AW e 2agy +“b‘y(%y) +”‘az(’7az ’
' dv, % _ I R P L W B
@D g = Ty, —ietag <”ax ey T\ 8z )
dv, op 0 o, d 0 U, a*
at = T 9T e, Tt "@("ax) Ty ("ay) gy
Die Glieder haben hier fblgende Grossenordnungen :
Magn. ¢ = Magn. « gg— = .10,
07" 3 i 2
Magn. 2« e 103 bis 102,
dve dv, P 0P o e ga_s
Magn. il Magn. i = Magn. o PP Magn. a@—lo bis 70-3,

Magn. v, = Magn. 1v, = Magn. v v, = 10~—* bis 10-3,
*

i 0 Vs 0 v\ an
Magn.aﬁ (178—2) = Magn.a% (7733) — Magn. 2a Fpe

on* 5 T —4
= Magn. 2a W == 70-5 bis 104,

IS8

Uz

Magn. = Magn. v v, = 10— bis 105,

at
o [ 2v\ 2 v\ o
Magn.aa—x (77%> —Magn.a@ (nay) = 70-° bis 10-%.
o [ ov)\ 0 [ dw\
Magn. @5 (77 8x> = Magn, aﬁ (1/@> = 10—1° bis 10—

Man bekommt also folgende vereinfachte Gleichungen, die mit guter
Anndherung erfiillt sind :

dvs op ) on* d 0 vy
it =T g T AW T Rag s Fag g, )
, d Uy op o n* 0 2 vy,
CUY gz Tty AT ey, e ig)
op
g _ — E .
Diese Gleichungen unterscheiden sich von den frither verwendeten durch
. . ' o n* ont . .
die Glieder — 2 a 5% und 2 a 8_%’ die von den horizontalen Verinderungen

des Austauschkoeffizienten herriihren. Die Glieder sind aber zu gross um
ausser Betracht gesetzt zu werden.
III. Die kinetische Energie der ungeordneten Bewegungen.
8. Fir die kinetische Energie K’ der ungeordneten Bewegung hat man:
K [y,
T

oder, indem " * in Komponenten zerlegt wird :

1
K = —r—f%g’vx”"dr —+ %f%@'vyw dz -+ %f% v 2dr.
T T T
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(22)

(23)

(24)

Wir werden zuniichst das erste Glied :
’ 1 r .19
K.’v = 7 % 0 Uz dr
) T
bestimmen. Um dieses machen zu konnen fithren wir nicht die Integration

iiber ein Volumen t-aus, sondern iiber eine Fliche o¢,, senkrecht auf der

X-Achse. Wir haben dann:

1 1
K, = =} 3 ov?do, =} — o v v dog.
Oy Oy
0y

Oz

Man sieht dann, dass K, gleich der Hilfte des Transportes von der
X-Komponente der Bewegungsgrosse pro Zeit- und Flicheneinheit durch die
Flache o, ist, oder:

K/, =1 By..:

Nach Gleichung (15) hat man dann:
K, = % ov.® + 7.

In ganz entsprechender Weise finden wir:

’ 1 ’ 78 1 ’o
K, _7f%00y2d" = 6_‘[’]2‘9”92010?/ = $ov’ + 7%,
v
T gy

Oz
Gs

1 10 ,
.K-g/= 7/;} Q/Ue/gd'[:_f% Qll’g’2d0z=3§9’”z2 + 17*’
T

und schliesslich : '
K =4 pvd+ 39°.
Wenn man hier die Grossenordnungen untersucht, so findet man, dass
das letzte Glied nicht ausser Betracht gesetzt werden kann. '
Die kinetische Energie der ungeordneten Bewegung ist also immer
grosser als die kinetische Energie der ausgeglichenen Bewegung. Der Unter-
schied ist so gross, dass er nicht vernachlissigt werden kann.
Dass dieses der Fall sein muss, sieht man iibrigens leicht ein, wenn
man sich erinnert wie gross die Windunruhe ist. ‘
Fithren wir nach Gleichung (13) den Wert von #* in Gleichung (22)
ein, som bekommen wir:

K' =140 @ + 3u)
wo % den mittleren numerischen Wert der ungeordneten Zusatzgeschwindigkeit

lings einer Koordinatenachse ist. Der mittlere numerische Wert der Zusatz-
geschwindigkeit selbst ist dann:

U=uV 3.
und man bekommt: »
K =}o@+ UY.

Zu derselben Formel kommt man, wenn man annimmt, dass alle Luft-
teilchen im betrachteten Volum dieselbe Dichte haben, dass der skalare Wert
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der Zusatzgeschwindigkeit fiir jedes einzelne Partikelchen gleich dem mitt-
leren skalaren Wert der Zusatzgesehwindigkeiten ist, und dass schliesslich

. die Zusatzgeschwindigkeiten gleichmiissig verteilt auf allen méglichen
Richtungen sind.

Wir zeichen die mittlere Geschwindigkeit v als

Vektor von Origo O aus. Setzen wir dann die verschiedene @' von O ab, so
werden ihre Pfeilspitzen in eine Kugelfliche mit Radius U um die Spitze A4
des Vektors v fallen, und die Pfeilspitze werden gleichmissig iiber die Kugel-
fliche verteilt sein. Aus der Figur ersieht man dann, dass: .

Vi=(v + )+ (U2 — 2% = + U? 4 2vzx.

Fiir dic mittlere kinetische Energie K’ bekommt man :

U
K’ ZblUf%Q(v2 + U+ 2vx)dx = § ¢ (® + U,
—-U : :

also denselben Formel wie die oben gefundene Gleichung (24).
9. Transport ungeordneter kinetischer Energie. Der Transport T, von

uogeordneter kinetischer Fnergie pro Zeit- und Flicheneinheit durch eine
horizontale Fliche wird :

1 1
T = El/l% vV do, = »ff% oV v + A\ ) da,,

2 O,
O, Oy
— 1 L oved 1 1 42 d
= v —J§0Vida + — JL VP Av.do,.
O, O,
0, A

Fiir das erste Integral hat man nach Gleichung (22):

1 :
L 3 0v?%do, = L} ov?v, + 3 p*u, .
O,

Das zweite Integral kann man in folgender Weise bestimmen :

1 L 1
2 ’r 7 r 79
p b o v szdaz———o Povtdy, — | o vid, |,
z

o, T, T,
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wo 7, das Volumen der wegen des Austausches aufsteigenden Luftteilchen
bedeutet, und 7, das Volumen der absteigenden Partikeln ist. Gleichung (22)

gibt jetzt weiter :

7 1 X 2
f v2Av.do=— {(%917)12'51+3’71*71)_(12“027’2272+0’72*'52)}

3 ,
=}m@w?® — vn? + o (n ™7y — 1" 1) .

2

Fiir das letzte Glied hat man nach Gleichung (13):
3 \ 3 g 3
— (* 1y — ) = (e n Ut — o nut) =5 m @ — u).
E Oz 2
Da die mittlere vertikale Zusatzgeschwindigkeit nach oben, u, nach § 2
die mittlere vertikale Zusatzgeschwindigkeit nach unten, u, gleich ist, so
bekommt man :

3
o

s (ny* ©1 — n* ) = 0.

Folglich bekommen wir :

1
oy 1oV Avido, = m (v? — 08) = §F m 021 — vl.s)
2
o,
+ 3 m @, — V%) + om0t — v,
Wir haben jetzt:
Up.1 V.2
Lom (p1? — 5.90) — m (Voo — Va.2) _,IQ_ 2 = m (Vg — Vge2) Vs
= 0%s v
7] aZ &
In derselben Weise finden wir:
: 0w,
I m (v — v,.2%) = — 9 ﬁ Uy .

Weiter haben wir:
Fm (Wt — v =} m [ (v, + w)? — (v, — u)2]=2muvz=2n*vz.

Wir erhalten dann:

am ov .
f Y Av. do, ="77_ljv‘”—’7—a},lg—yvy+277'l‘u

0z

7 (L 2
=—n~——~(?v)—na(zvy)+27)

Schliesslich finden wir also:

2 (3 v 7 % v°)
=3 e¢v*v.+ 3y v —n S — —n—"—+ 29" v,

In derselben Weise wie fiir den vertikalen Transport kdnnen wir die
Transporte 7, und 7, der ungeordneten kinetischen Energie berechnen,
welche durch die Flichen o, und o, stattfinden. Wir erhalten danon:
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¢ (3 v, 2(}v."

T, = Y ov?v, + 8 n* vy — 9 ax —n + 29 vy,
2 (3 v?) 9 (3% ,
[ 2 T 2 . 2 *
(25) T/ = % ov’v, + 3 5% v, 7 7y 7 9J —+ 2 n*
0 (3 v,2 o(1v? .
) =4 ev’v.+ 3 0* vu — 9 (233‘)_ vy)-i—&n*u-

Fir die Ausstromung 7, von ungeordneter kinetischer Enexgle aus dem
Einheitskubus erhalten wir jetzt :

, T/ o1, o1/
o=+ )+

0x

Odet‘ :
0 (1 9272) 0 (_1 9,1,2) J (1 97/2)
7 Aa— Ve DAY IS + /Uy Y S, + v, _,_;Eifff

s (702 2 v, 7 v, o [0 (0% vy) 2 (n* vy) 9 (¥ v,)
T aev (W+W+Bz>+‘j[ax =, T a;}
oa _ | 23 v 4 9 (§ v.%) KA
(26) [i)x( —37) T iz ( Py ) t 3 (’7 2y )
0

x y
2 2(}v 9 (3 v:2) o [ (v
oy (7))« L (M) ]
_+_ 21: (77 Uﬂc) + 8(77* Uy) + 8(77*02)} .

Es bezeichnet hier das Glied :

9 (3 ov? o3 ov? Lov? 0 Uy o v, ov,
b, 2By, 2Ge) MJF%W(U +J@+bz)

o x Y. 0y o0z o oy
o (2" vs) | 0{yTw) 2 (" w)
+ 3 ( dx + oy + 0z

die Ausstromung ungeordneter kinetischer Energie wegen der ausgeglichenen
Geschwindigkeiten, wihrend :

. o ( 2(kv?) o ( 2wy o 0%

o =— [ﬁ(n n ) + 99@(77 0% sy \""ay

o ] 7% v? 9 ( 2R vd) 2 { o v
(27) + @(U—zy ) + %<’7wgz ) + az<77 ;Zg/ J

? (n* va) 2 (n* v,) o (* v,)
+ 2 { 0 x + oy + oz :l

die Ausstromung ungeordneter kinetischer Energie wegen des Austausches
bedeutet. Da in obiger Entwickelung das Glied

1 * %
5(3 T 3 1, Tz)

null ist, so gibt T,* auch die Ausstromung geordneter kinetischer Energie
wegen des Austausches. Dieses ist eine Folge davon, dass Gheder hoherer
Ordnung ausser Betracht gesetzt worden sind,

10. Die Anderung der umgeordmeten kinetischen Energie mit der
Zeit. Fiir die ungeordneten Bewegungen hat man :
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dvx’ 8p ’ ’
at G T Aw v 4 d R
d’l)y/ o ’ 910 ’ ’ ’

dt — a ay + a RJI)

dvz’ ' ’ ’
T = + < R/.

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit vw',‘ v, und v,/
und addiert, so bekommt man :

d@v?2 0y , 00 ,op ,

+d (RS v. + R/ v/ + R v)).

Wenn man diese Gleichung mit ¢" 6 = multipliziert und iiber den Ein- -
heitskubus 7; integriert, so erbélt man :

)dn — [g’gv’zdrl

28) fd( dn=—f( 42 SNEPYE S

+ f (R v + R} v, -+ R!v)) d.

(21

Mit Hilfe von Gleichung (20) hat man, indem f’ = } ¢'? und v = 1
gesetzt wird :

1 aKI
f@'d(v)dl 8—t 7gv'zd11+fg’v’2vndo[—— + T/.

dt
71
Weiter haben wir: 2
8 7’ , 4
[t o ) o
(as
(et 2w o +00)2 40+ Awil]a
= Uy JAN” %‘i‘vy @y)ay + (v AN Ep i
T X
op L op op
Ve gy T Ly@y + vy

+[(Aﬁf’+ay + A Y

Wenn wir hler :

(29 —Aap-f(A vl

setzen, so ist /\ a, glelch dem Unterschied zwischen der wirklichen und der
ausgeglichenen Arbeit der Druckkrifte. Wir haben dann:

oy 2y 2p op op op
f(vm/ -+ vy’W v, )dn = Vs o + y—{—vza»}—Aap.

ox 0z

ap ap"
Uy by +szaz> dry

71
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Weiter haben wir:

f@’ gv.dn = pguv, .

71

Die Arbeit gegen der Reibungskrifte

— f (B, v/ + B/ v,/ + R/ ) du

11

ist gleich der Summe der Dissipation und der Ausstrémung von kinetischer
Energie wegen des molekylaren Massenaustausches. Wir haben aber schon
im K, die gesammte Ausstromung von kinetischer Energie berechnet ohne
Voraussetzungen {iber den Ursprung des Austausches und unabhiingig davon
ob dieser in Form von cinzelnen Molekylen geschieht oder in grosseren
Massen. Es ist dann klar, dass die Ausstrdmung kinetischer Energie wegen
der Molekylarbewegungen nicht getrennt mitgenommen werden darf. s ist
deshalb die Arbeit der Reibungskriifte durch cin Glied (—D) zu crsetzen, wo
D die Dissipation bedeutet.

Durch Einsetzen der gefundenen Ausdriicke in Gleichung (28) bekommen
wir dann:

oK _ op T 0p op

57 = — T/ — (vwé—x+vyay —I-v25; + ANa —ogv.—D.
Mit Hilfe von Gleichung (22) konnen wir auch andere Ausdriicke fiir

die zeitlichen Anderungen der ungeordneten kinetischen Energie finden. Wir

erhalten :

oK 2@ oY L on*
a'Tz(%hfi+° 7
und :
LK 4G e
dt

Nach Gleichung (24) haben wir:
K =} o (® + UY,
und bekommen : '

! 1 2 2 ‘ . d
dd-K; — d(f@(;’t—FU)l__:Qc%_(%(vﬁ»_l_Uz))_I_%(vz_l_b)d_é;

Hieraus bekommt man :

4K’ 2d 3 s a0
— 102~ Udt

d
Qd—i(z @+ U?) ai dt

oder nach Gleichung (32):

d \ d G ov? d dn* 1d
e e L ths et T i s -
oder indem man:

o U =3.1 01w = 3 y*

einfiihrt :
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¢ d 2 2y | i 2 n 07
®  eg(verTy) = amesl

0 vy o, o v,
(a‘z Tay t 95)'

Is ist h1e1 d L@+ U die Zunahme mit der Zeit von der
e 7 )

ungeordneten kinetischen Knergie eines Luftindividuums, in derselben Weise

wie ¢ d ; (3 v*) die Zunahme der geordneten kinetischen Energie eines Luft-

individuums ist. Wir konnen dieses in folgender Weise einsehen :

’
ddji ist die individuelle Zunahme mit der Zeit von der ungeordneten

: 1 onag
kinetischen Energie pro Volumeneinheit gerechnet, wihrend 4G ov’) die indi-

dt
viduelle Zunahme der kinetischen Energie pro Volumeneinheit fiir die aus-
geglichene Bewegung ist. Um die Zunahme von kinetischer Energic eines
Luftindividuums zu bekommen, das im betrachteten Moment das Volumen
eins hat, muss man in beiden Fillen die Ausstrémung kinetischer Energie
hinzufiigen, die von der individuellen Volumenzunahme des Volumeneinheits
pro Sekunde :
0 v, E)v?

iz T 3

+

herriihrt.

Die Zunahme der kinetischen Energie des Luftindividuums nennen wir

(—Sd—I—f und % beziehungsweise fiir die ausgeglichenen und die ungeord-

neten Bewegungen. Wir erhalten :

0K dK s [0ve ov, 9v.\ d (Fovd) . do
a7 = qi T hev (8:;3 + 5 +Bz) = Tar TP g
_
= 0 dt ’
und : :
dK' 4K’ , [0 vy 0 vy 0v:\ _ d{Fe? d n*
dt_cﬁ"+K<ax+ay 83)— it T
0 Uy Bvi
e e (T 4 2 4 1),
x
Hieraus findet man dann :
0K (lv) & vy 8 v, 2 v,
it = +3 5+ o (5; T T
was in Uebereinstimmung mit Gleichung (33) ist.
und

vou T, (Gleichung 26) einsetzt, so erhiilt man
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—~ o (2;’; + 24 22
— 3 (v,v 2‘27; + v, a— —|— *) ( 2:;”—{-80’)
TR AL+ 2 ()
FA (M) ¢ 2 () + 2()]
2 (M P ) (w5 e e )

+Aa—aguv—D.
Da man nach Gleichung (33):

dE 0 + U%)_d(%@fz}?)_lvg do + odn +3n*<avm+av,,+8v,>

0 dt T dt 20 dt dat dx oy oz
- a(%'a@tm'F ””a(gainvg) + v (Z + v i(:%ai—lﬂ)
+ %902(22” 2+ 52
s (3 3 ) o (e

hat, so bekommt man :

a3 @ + U%) _ {i (”M)“{—ai (na(L v,ﬁ))+a (na(iz”f_))
* Y

: dt 0 o x ox oy
(34) _l_ _?_ 0 (% vz2) i 0 (}}_ U:ug) 8 (2 ,01/2)
oy dy oz \"" a0z +9z P
o (2 (7" v) o (n*v,) 9 (" vs) 0P ap _dp
2( o x T 2y + oz — gy T " 3y +7’zag

+ ANap—o0gv. — D.
IV. Bestimmurng der Dissipation und der Arbeit der ungeordneten
Druckkriifte,

11. Wenn man die Gleichungen (21) der Reihe nach mit ¢ 1, o v,
und ¢ v, multipliziert und dann addiert, so bekommt man :

d (3 0% 2 Bv/ 8 8vz avx 81;%
°at —[vy az \ " +o T qCEM/ 91/ T z@f/ 81/
F7j 0 Vg .0 0 vy, )
—l-‘vwﬁ(ﬂﬁ) + %/ﬁ<’732> ]

7" y* op op
— 2 (Ux —— + v, a’“ + v —‘) - (U:v %‘i‘ ”61/+?Z(Té —09%,

ox z
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T2 2GvY 2 (G vd 2 ( 9 vd) o [ 3G vy
G008 200+ G0 5 00T
? 9 (3 .2 o (2(} v
) B 0

_ (9(17*%) + a(n*vy) + 8(17*1}z)>__( 810 T/ay_l_vza])> — g,

ox oy oz
L G ) (e
el
oder nach Gleichung (27): '
@%tﬁ)=—( 8p—l~ y+vzg—§)—egv2—ﬂﬁ

N I o I L R o R (o e Y
1+ 2 g (9% + 81;, n ayz)’

wo T,* die Ausstrémung geordneter klneuscher Energie wegen des Aus-
tausches bedeutet. Ks wird dann die Dissipation :

o pa[ () + (2 G+ () (2

+2 77* (% av*/ + ayz) .

ox

In dieser Gleichung haben wir die Grossenordnungen:

Magn. (z—zm) Magn. 5 (g UQ) = 1078 bis 10—7,

Magn. 2 n* (8 Y 81;7, —+ ) = 10— bis 103 ,

0z
0 Uy 7 v,\*? .
Magn. 5 (2—);) = Magn, 5 (5%> = 107" bis 70—,

2 0
Magn. 5 (Z—:?) = Magn. g (8 Zz> = 107'¢ bis 10-%.

Man bekommt deshalb mit grosser Genauigkeit :

o o[ ] - (2 ),

Fiir die Zunahme der geordneten kinetischen Energle bekommt man dann:

a3 o) _ 0Ged\ 0 (0Bed\ L o ( Gu)
R [ax(’? m) %}(’7 T ) +a7/(’7_a_f)

% (na%_;})) K2 ( (3 vf)) 2 ( (a ;}f‘)) ]

ox oy 8 ZBZ

_ngz___
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Wenn man diese Gleichung von Gleichung (34) subtrahiert, so erhilt man :
dF 0+ U»)  d@G»_ dGUY

dt ®ar T 0T ae
Der Unterschied A @, zwischen der Arbeit der ungeordneten und der

ausgeglichenen Druckkritfte ist also gleich der Zunahme mit der Zeit von
dem Unterschied zwischen ungcordneter und geordneter kinetischer Energie.

(37) Aoy =o

Nach Gleichung (33) hat man weiter :

dy 9 vy 0 M/ 0 vz)

(35) o /\ap=5’dt+3n*(

8x+ +9/

V. Einige Energiegleichungen.

12. Die Anderung der ausgeglichenen kinetischen Energie mit der Zeit.
Wir werden Gleichung (36) etwas umformen :

d@ey [ [ 2((Fv® 2 [ 23 2 (2 ()
¢ dtf”[w(” 990)—'—53/(77 81,/)'+ 8,:(77 0z )}

o ( o (3uvd) 2 (84 o ( 7(2 vz)
(39) _[ﬁ(n X ) @(" ;yy) + ﬁ( H
2 (¥ vy) o (n* v, o ( 17 v, 2p ap
— 2 ( 9 x + ?3yJ + ) ( 9_+ Yoy T Y3 )
—ngz—D-

Die Gréssenordnungen der Glieder dieser Gleichung sind :

Magn. v, opr _ = Magun. ¢ v, g = 10~* bis 103,

oz
1
Magn. d (5 %) = Magn. vx@ — Magn. v op = 10-°% bis 103,
gn- ¢ dt 8 ox g Y 5 Y
0 2 3vY)\ on* o5t
Magn. e (17 57 = Magn. 2 », —x = Magn. 2 v, iy
*
== Magn. 2 v, a(;; = 107" bis 105,
Magn. D = 103 bis 107,
Magn. 2 a”’ +%+ 2%\ _ 10~ bis 10-3
vagn. 77 ay 5z = ( y
0 l .2 0 1 52
Magn. — <,7 ;xl )> = Magn. (n%;)) — 20— bis 10-1,
0 2 (3 v.9) 0 2 (L v, o (2 (Lv?)
Magn. =2 F ) = Magn, — 2V} = Magn, — |- -2-2/
Magn P (7] Py ) Magn 7y (17 2y ) Magn s 5

= 102 bis 10—'.
Wenn man die kleinen Glieder ausser Betracht setzt, so bekommt man :

0
—%%—@gvz:();
oder :

op
7, 929
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Wir kommen also auf die statische Gleichung zuriick, die wie bekannt
mit grosser Anndherung erfillt ist.

Aus den oben gegebenen Grossenordnungen der Glieder in Gieichung
(39) kaun man schliessen, dass:

0
Magn. (— v, 95 — o0y vz) = hochstens 70—¢ bis 70-° .

Mit Hilfe der dritten Bewegungsgleichung (21):

dv, ap ' 0 o v, 0 v, 5 07F
W——”—g—aaz—]—'l/'bx “l—a%(ﬂﬁ —}-a@ ﬁﬁ — 2a

werden wir die Grossenordnung genauer- bestimmen.

Wir multiplizieren mit ¢ v, und bekommen:

d v, op 0 o,
A A N rd ”z+”za_x(’7ax

¢ ov, 5 on*
+ g (roy) —on 5%

Hier finden wir folgende Grossenordnungen :

0 . :
Magn. v, % = Magn. ¢ g v, = 10~* bis 1073,
on* 7 b 6
Magn. v, 5, — 107 bis 708,
Magn. » ¢ v, v, = 10~8 bis 107, ,

Magn. o vzﬂall_i;z = 10— bis 109,

0
Y

0 0 v, . -
Magn. v, — (17 ) = Magn. v, 2y

0V Lo ia oy 13
2 5m PP (nay) = 10'* bis 1013

Wir bekommen dann:

0 on* .
Magn, (—— v, E}% —ogv, —2u, EZ‘) = 108 bis 107,

indem diese Summe hdchstens die Grossenordnung der Summe der anderen

Glieder hat.
Wir schreiben jetzt Gleichung (39) in folgender Weise :

d & v ap p 2 [ 2 v\
e — T \wa o) T\t )P
c ot on* w [0 Vs 2y, v,
= (”wﬁ + ”wa‘y‘)“?’? iz Tay T e

o 0p o n* 4 2 (§ v) o 00
+( Uzéz—ngiz—sza—Z> -+ \:‘a—x(ﬁ—gx‘ +8y Ty

o ( 2 (3vd) 2 (0 @Gvd o { 2 (kv
o) + 5 (0097) + 008 |

und haben folgende Grossenordnungen :

a3y _ op 9P\ _ 10-6 bis 70-5
Magn. ¢ 1 = Magn. { v, T + v, 7y) = 10~% bis 10-5,
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(39)

(40)
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0 2 (3 v9) . ? ¥ o 4. e

Magn. 73 (n—az— = Magn. 2 (v, . 4+ v, Sy = 10— bis 108,
*

Magn. D = Magn. (— vz% —oguv, —2u Z—Z) == 10—% bis 107,

62
Magn. 2 4* (

Magn. { (

Wir kdnnen also mit guter Annéiherung:

d (3 v . (Y
¢ T — (7 + fay ae(" oz
a7 o
—_9(%7 +”yay)“1)

setzen. Aus dieser Gleichung und von der Gleichung :

) = 10-° bis 10-8%,

0 7 (37 d 9 (L v 9 (117 )
) _y(n~ oy )+ﬂ (17 0 )-i—@(n oy )

2 (28N | g pis 79—
—i—az<n P )}—10 bis 10—

Uy
ox
J

Y
—vzaf—ggvz=0

geht folgendes Resultat hervor:

Die Anderung der kinetischen Energie mit der Zeit riihrt in erster
Linie von der Arbeit der horizontalen Druckkriifte her, wihrend die Arbeit
der vertikalen Druckkrifte sehr nahe von Anderungen in der potentiellen
Energie kompensiert wird.

13.  Der erste Hauptsatz der mechanischen Widrmetheorie fiir aus-
geglichene Bewegungen- Der Hauptsatz lautet:
I1dQ =1T¢c, d¥ — o dy,
WO '
d Q" = zugefilhrte Warmemenge

ist. Man hat dann weiter:

Es ist dann ¢ die Wirmemenge, die pro Sekunde der individuellen
dl;,f)’ und % die individuellen Ab-
leitungen von 9’ und p’ nach der Zeit bedeuten.

I

Masseneinheit zugefithrt wird, wihrend

Wir multiplizieren jetzt die Gleichung mit ¢" d7; und integrieren iiber
das Volumen 7;. Wir bekommen dann:

er'Q’dtI=fIch'(fi—idn— dpdl.
Tr 11

7t
Indem wir hier:

Qe=f9’e’dtf

7
setzen, so bekommen wir:
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fIa'.g'dn:[eQ.b
T1

Wenn /' = ¢ und 7 = 7, gesetzt wird, gibt Gleichung (20):
’ dﬂ’ a [ Y4 I3 ’ ’
Icpfgwdn:Icpa—th drI—I—Icpfgﬁvndol
71 T1 o1
0
=Icpa_t(9 9+ W.,
wo W, durch Gleichung (18) gegeben ist.

Weiter erhalten wir:

dy’ _ 2y’ oy op’ ,0p
di dz; = f(”—__l_l'v +1de +Uz aZdTI

T Ty
_d
it A
Nach Gleichung (38) hat man dann weiter:
dy . dyp d n* « [0V 8vy 81;2
f S A T VR P Y

l\lachdem wir somit die einzelnen Glieder bestimmt haben, finden wir
fir den ersten Hauptsatz :

? ' 9 (0% v 7o 9, 01z

— Ie, [% (n%a) + —%(172-5) + %(’7 (y~7))J

— s (e S+ 5y,

0 x 1
oder :

dd dp of 09 o( o9
Teg=1I¢p W_Zl_t—lcf”[é}}(nﬂ)_l—@(nay)'}_a ( (7—/))]

(D dn* [0v o v
g N * 4 oY% 7Yy
_l_odt T3 kax +8y +az)’
oder, indem y = 9 gesetzt wird :
I e, .
d dp 0 o9
Tee=taegy — gt = ol5 () +i0ay) 5005
(42) 0V, ov

d 17 N
— o+t ey (G 4+ 5 4 2Y)
Wir haben hier die (xréssenordnungen:

Magn. I ¢ o — Magn. I ¢, o Z—? = Magn. g—f = 10—* bis 1073,

0
Magn. I ¢, 72 (172—5) = Magn. ¢ Z—Z = 10~% bis 10—,

Magn. 3. Oii—nz: = 10— bis 105,
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ow 20, v 0 iR}
M: . * z Y 2 — Maon. - —
Magn. 3 4 (890 -+ 5y 82) = Magn, I ¢, pp (7/2}%)

? -
=Magn.Ic,,;—y (”5;) = 10~—° bis 105

Wenn wir die kleinen Glieder ausser Betracht setzen, reduzieren sich
die Gleichungen auf :

, . dd dp 0 w
(4:1) IEQ_ICpQﬁ_’ﬁ—Icpaz(n()_})))7

oder nach Gleichung (19):

, - d dp 0 9 _ .
42 Teo=Teoqy — g8 — 2|0 Tav+ga].

Die innere Energie, die der betrachteten Luftmasse wegen des mole-
kylaren Austausches zugefiihrt wird, also die wegen der Wirmeleitung zuge-
fiihrte innere Knergie, darf in ¢ nicht mitgerechnet werden, weil wir schon
in (— W,) den gesammten Zufuhr von Wirmemenge berechnet haben, ohne
Voraussetzung iiber den Ursprung des Austausches und unabhiingig davon, ob
dieser in Form von einzelnen Molekylen geschieht oder in grosseren Massen.

14.  Eine kombinierte FEnergiegleichung. Aus Gleichung (39) be-

kommt man :

dp _ _op 4G 12 (26 0 (,2%Y)

at — ot @ ar 9t i\ s ) T\t
0 o (1Y o [0 (7% ) 2 (n*v,) o (* v.)
a_z("—az )]—J< ox + oy T 0z )

o [ o (v 2 (4 Gy ? (¢ FvY)\
=2 = [ (055 + 5 0587) + S (58

Wenn man diesen Ausdruck in Gleichung (42) einfithrt, so bekommt man :

a9 0 RS 0 a9 0 29

on dn* o w [0V o v, o v,
Ty T TG, 5y T
op d & v?) 78 2 (5 i o (Y
TorteTg tegw a2\ dx sy \""oy
0 2 (FvY) 2 (n* vs) 0 (n*uv,) 7 (y*v,)
+ 0z (17 0z + [ 0 x + 9y + 0z

0 o (% V%) 2 2 (4 'U!/Q) 2 P (‘lz‘ v\
04 08+ 5 ) s )
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‘Wenn wir hier.:

(43) e —=Tc, %+ gz-+ 30

einfithren, so reduziert sich die Gleichung auf:

de dn*
ITeo= [Qcﬂ 4+ 3 %4‘377*(

0 vy
o0x

0 v,
oy

Vi 0e 0 de 0 0e
[ i) + 505) + % 05)
o [ 2 (Gud) o ( 2 (%v? o { 8 (v)
o (078 + 5 ) + 5 0ET) ]

0 (n* v) 2 (n*v,) 2 (n* v)
?x + = Y + 2z '

+

o

Es bedeutet hier die Glieder im ersten Klammern die individuelle
Zunahme der ungeordneten Energie mit der Zeit (siehe Gleichung 33), und
die drei letzten Glieder geben die Ausstromung ungeordneter Energie wegen
des Austausches (siehe Gleichung 27).

Wir haben hier die Grissenordnungen :

Magn. I ¢ ¢ = Magn. Qd(‘l;—cf;ﬂ)z Magn.gd;gti)= 10—* bis 1078,
op _ 2(,2 — 0,2 (45 — 70-5 bis 704
Magn.ﬁ = Magn. E)z(néﬂz (£ ¢p ﬁ))- Magn.fz(nﬁ(gz)) = 10-5 bis 104,
1 92
Magn. o % f; t”) — 10~ bis 109,
0 2 () o dn* oyt on*
Magn. P (177 = Magn. 3 7f = Magn. 2 v, T = Magn. 2 v, Ty

— Magn. 27, 2 — 10~ bis 708
= gn. 2v, 72 = 10 is 10—°,

Magn. D = 10—8 bis 7107,

0 v, ov v 0 o (Le,¥)
o % Y z P F4
Magn. 3 g (B*x + 7y 62) = Magn, Py (n-———)

B b T\ ..
_.I\Iagn. 57/ (ﬂT = 10 blS 10 s

R 1 2
)=Magn.i(17a G v )) = 10—1% bis 10-1,

dx ox oy 0y
0 ( 0 Gu _ 0,2 Gv)\ _ o (. 2 (3
Magn. r (17 5 )_ Magn. 7y (17“?7 —Magn.az =

= 10—'* bis 10—\
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Wenn wir nur die sehr kleinen Glieder vernachlissigen, so bekom-

men wir :

[ de . dn*
Ie@~[ed—t + 3 dt] + ;TP

| e oe o on* o on* on*
[3_7(’752) ¢ (””ﬁ tou g, Ty J

Die Anderungen der kinetischen Energie sind so klein, dass sie in
erster Auniherung neben denjenigen der inneren Energie und der potentiellen

Energie ausser Betracht gesetzt werden konnen.
Es sind nar Kleine Differenzen, die zur Anderungen der kinetischen
Energie gehen, und davon geht wieder ein merklicher Teil zur Anderung der

Energie der Windunruhe.




