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Einleitung.

Wenn eine oder mehrere Fliissigkeitsschichten, unter dem EinfluB &uBlerer Krafte,
kleine Schwingungen um eine Gleichgewichtslage oder um einen Zustand stationérer Be-
wegung ausfithren, so lehrt uns die Hydrodynamik, daf Wellen auftreten konnen, die
durch Schwingungen der freien Oberfliche und eventuell auch der inneren Grenzflichen
sichtbar werden. Die Theorie dieser Wellen ist hauptsichlich fiir zwei Spezialfille aus-
gearbeitet worden. Es sind dies:

Die reinen Gravitationswellen, wo die &uBere Kraft durch die Schwere allein
gegeben ist,

die elastischen Wellen, wo die Schwere auBler Betracht gesetzt wird und die poten-
tielle Energie ausschlieBlich von inneren elastischen Kriften herriihrt.

In dieser Arbeit werden wir uns nur mit den Gravitationswellen beschéftigen. Unter
denselben werden meistens wieder zwei verschiedene Arten von Bewegungen hervor-
gehoben, die Oberflichenwellen und die quasistatischen Wellen (auch Fluiwellen und
Lagrange’sche lange Wellen genannt).

Nach der Theorie der Oberflichenwellen, die von Lagrange und Stokes her-
riihrt, werden die einzelnen Fliissigkeitsteilchen w#hrend einer Schwingungsperiode in
einem vertikalen Kreise mit nach unten abnehmendem Durchmesser herumlaufen. Bei
endlicher Schichtdicke wird jedoch eine nach unten zunehmende Abplattung der Bahn
in vertikaler Richtung stattfinden, wodurch Ellipsen hervorgehen.

Sind zwei Fliissigkeitsschichten vorhanden, so ergibt sich die bekannte Wellenbe-
wegung, die nach Helmholtz die Bildung von Wogenwolken an der Trennungsfliche
zweier Luftschichten verursachen soll. Bei gewissen kritischen Grenzwerten der vorkom-
menden physikalischen Konstanten, wie z. B. Schichth6hen, Konvektionsstrome und Dichten,
fangen diese Wellen an, mit der Zeit exponentiell zu wachsen, was auf eine Instabilitit
der Grundstromung hindeutet. _

Bei den anderen, quasistatischen Wellen wird die vertikale Beschleunigung ver-
nachléssigt, wodurch die vertikale Druckverteilung rein hydrostatisch bedingt ist. Diese
Vernachldssigung ist bloB in dem Falle berechtigt, wo die vertikale Bewegung der Fliissig-
keitsteilchen gegeniiber der horizontalen zuriicktritt, was nur bei langen Wellen in seichten
Schichten zutreffen wird. Entsprechend ergibt sich bei Wellen dieser Art annédhernd
horizontale, geradlinige Orbitalbewegung.
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Die bisherige Theorie der Oberfliichenwellen eines geschichteten Systems ist nur
dann giiltig, wenn keine wirbelerzeugende Kréfte vorhanden sind. Von den Gleitwirbeln
an den Grenzflichen abgesehen, ist dann auch die Wellenbewegung wirbelfrei. Die
Theorie der gquasistatischen Wellen dagegen ist auch fiir den Fall von auftretenden
Corioliskriften entwickelt worden (z. B. die Laplace’sche Gezeitentheorie), wobei
die Orbitalbahnen horizontale Kreise werden. Wenn insbesondere die Einwirkung von
Corioliskriften auf die Wellenbewegung in Fliissigkeitsschichten untersucht werden
soll, konnte es deshalb am vorteilhaftesten erscheinen, die Theorie der quasistatischen
Wellen heranzuziehen, wodurch einfacherweise die Laplace’sche Gezeitentheorie auf
den Fall von mehreren Schichten auszudehnen wére. Eine solche Theorie wiirde indessen
nur Wellenbewegungen mit kleineren Orbitalperioden darstellen konnen (vgl. néheres
§ 20 dieser Arbeit, S. 75); wir wiinschen aber Wellenbewegungen von allen mdglichen
Orbitalperioden, und insbesondere groBen, beriicksichtigen zu kénnen. Es bleibt uns des-
halb nur {ibrig, die Theorie der Oberflichenwellen auch auf den Fall von auftretenden
Corioliskriften auszudehnen. Es wire dann zu erwarten, daB die Flissigkeitsteilchen,
unter der rechtsdrehenden Einwirkung der Rotation, wihrend einer Wellenperiode nicht
mehr in vertikalen, sondern in schriggestellten Ellipsen herumlaufen werden, deren
Neigung zu der Horizontalebene um so kleiner wird, je grofer die Orbitalperiode ist.
Die Wellenbewegung muB folglich in drei Dimensionen vor sich gehen, und natiirlicher-
weise kann sie auch nicht mehr einen wirbelfreien Charakter besitzen.

Diese verallgemeinerte Theorie der Oberflichenwellen soll in dieser Arbeit zur Dai-
stellung kommen. Wir werden dabei sogleich mehrere Fliissigkeitsschichten beriicksichtigen,
damit sich die an anderer Stelle zu gebende Anwendung der Theorie zu einer Erklirung
gewisser hydro- und atmosphirischer Vorginge nicht ohne weiteres als erfolglos heraus-
stellen sollte.

Durch die Arbeiten von V. Bjerknes ist es nidmlich klar geworden, dal die wich-
tigsten Prozesse sowohl in der Atmosphire wie auch in der Hydrosphiére auf die hetero-
genen und baroklinen Eigenschaften der/nFlﬁssigkeiten zuriickzufiithren sind, wobei eine
Fliissigkeit dann als baroklin bezeichnet wird, wenn die Flichen gleichen Druckes und
die Flichen gleicher Dichte einander schneiden.

Um eine gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung zu erhalten,
diirften wir also eigentlich die Wellenbewegung in einer baroklinen Flissigkeit unter-
suchen, was aber mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden ist. Es kann aber durch
einen Kunstgriff den Verhiltnissen in einer solchen Fliissigkeit nahegekommen werden ;
denn durch eine Zerlegung der baroklinen Flissigkeit in mehrere durch Gleitflachen
voneinander getrennte, barotrope Schichten wird nédmlich die Fliissigkeit, als Gesamt-
system betrachtet, immer noch barokline Eigenschaften aufweisen. Die Theorie der
Wellenbewegung in einem solchen geschichteten System wiirde folglich die erste Néhe-
rung an eine Theorie der Wellenbewegung in durchaus baroklinen Fliissigkeiten dar-
stellen konnen.

Die allgemeine Bewegung des Fliissigkeitssystems kann als die Summe von einer
endlichen Grundstrémung und einer unendlich kleinen Stdrungsbewegung dargestellt
werden. Sowohl die allgemeine Bewegung wie auch die Grundstrdmung miissen fir sich
die hydrodynamischen Bewegungsgleichungeun befriedigen; als Differenz zwischen den fiir
diese zwei endlichen Stromungen geltenden Bewegungsgleichungen ergeben sich daunn die
Gleichungen der Stérung, die wegen der unendlichen Kleinheit der Bewegung auch auf
lineare Form gebracht werden konnen.

Diese Arbeit soll nun den Integrationen der so erhaltenen »atmosphérischen Storungs-
gleichungen« gewidmet werden. Die im Kapitel I gegebene Entwicklung dieser Gleichungen
schlieBt sich im wesentlichen der von V. Bjerknes urspriinglich gegebenen an; durch
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Einfithrung von Vektoren und neue, einfachere Formulierung der Grenzflichenbedingungen
an freien Grenzflichen ist es aber moglich gewesen, ein betrichtliches Zusammenziehen
der Formeln zu erzielen.

In dem vorliegenden, ersten Teil unserer Arbeit sind nur diejenigen Integrationen
aufgenommen worden, die mit relativ einfachen, z. T. rein primitiven, mathematischen
Hilfsmitteln durchgefiihrt werden konnen. Es sollen dabei nur zwei inkompressible Fliissig-
keiten vorhanden sein, die sich mit konstanten, geradlinigen und parallelen Grundstrémen
auf einer ebenen Unterlage bewegen. Um die Resultate auf die Atmosphire anwenden
zu konnen, muf dann der betreffende Teil der Erdoberfliche als eben angesehen werden.
Die Flissigkeiten sind unbegrenzt in Richtung der Grundstréme, kdnnen aber senkrecht
dazu eine Begrenzung haben. Je nach der Lage dieser Begrenzungsflichen relativ zu
der Trennungsfliche beider Schichten sind mehrere Spezialfille zu unterscheiden, die in
den Kapiteln IT-—V gesondert untersucht werden.

Die Trennungsfliche und die Begrenzungsflichen, von welchen die obere auch eine
freie Oberfliche darstellen kann, sind horizontale Ebenen (Kapitel II). Auf einer
rotierenden Erde wire diese Lage nur am Agquator realisierbar. Die Storungsbewegung
verlduft dann in der Vertikalebene; jeder gegebenen Wellenlinge entsprechen zwei in
Richtung des Grundstromes mit verschiedenen Geschwindigkeiten sich fortpflanzenden
Wellen, und die allgemeine Stérung ist aus diesen zusammengesetzt. Je nachdem die zwei
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten reell und verschieden, zusammenfallend oder konjugiert
komplex sind, ergeben sich drei verschiedene Wellentypen. Die entsprechenden Orbital-
bahnen sind (bei unendlicher Tiefe) aus zwei Kreisen — und stellt folglich eine Epizykloide
dar —, aus einem Kreis und einer archimedischen Spirale und aus zwei logarithmischen
Spiralen zusammengesetzt. Nur der erste Fall, der bei kleinem Windsprung und langen
Wellen vorkommt, wird einer stabilen Grundstrémung entsprechen.

Vertikale Trennungsfliche mit vertikalen Begrenzungswinden, die auch im Unendlichen
ricken kénnen (Kapitel IIT). Um horizontal sich fortpflanzende Wellen zu erhalten, miissen
dann beide Schichten dieselbe Dichte haben. Da auBerdem ein vertikaler Rotationsvektor
vorliegen muB, ist dieser Fall nur an den Polen einer rotierenden Erde realisierbar. Die
Gleichgewichtslage ist immer labil; die kleinste Stérung wird mit der Zeit unbegrenzt
anwachsen und ein Aufrollen der Diskontinuititsfliche zur Folge haben. Bei ver-
schwindendem Windsprung ergibt sich die Rayleigh’sche Theorie des Flatterns von
Flaggen und Wimpeln.

Geneigte Trennungsfliche mit dazu parallelen Begrenzungswinden (Kapitel IV). Der
Rotationsvektor soll eine beliebige Richtung haben, wodurch die Wellenbewegung drei-
dimensional werden muB, mit geneigter Orbitalbahn. Es ergibt sich hier eine kritische
Orbitalperiode, fiir welche die eigentliche Wellenfortpflanzung aufhort. Bei vertikalem
Rotationsvektor fillt diese Periode mit der Triigheitsperiode zusammen; die Teilchen laufen
dann in horizontalen Kreisen herum, ohne Beeinflussung seitens der Gravitation. Jeder
gegebenen Wellenlinge entsprechen im allgemeinen sechs mit verschiedenen Geschwindig-
keiten sich fortpflanzenden Wellen, von welchen mindestens vier, z. T. auch alle sechs,
in der einen Schicht eine gréBere Orbitalperiode als den kritischen Wert aufweisen.
Diese wiirden nach der guasistatischen Methode nicht zu erhalten sein. Auch hier wird
sich die Grundstrdmung kleinen Wellen gegeniiber instabil verhalten kdénnen, wenn nur
der Windsprung grofl genug ist.

Die Trennungsfliche schneidet die horizontale Unterlage (Kapitel V). In den vor-
laufigen Ansétzen zu einer Theorie der Wellenbewegung in keilférmigen Schichten spielt
die Bessel'sche Funktion dieselbe Rolle wie die Exponentialfunktion in den fritheren
Fillen. Die Integrale sind in zweierlei Weise erhalten worden, erstens durch Reihen-
entwicklung und nachfolgende Summation der unendlichen Reihen, zweitens mehr direkt
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durch Abbildung der keilformigen Querprofile auf Rechtecke und entsprechende Trans-
formation der Storungsgleichungen. Auf eine n#here Diskussion dieser Integrale, die u. a.
eine theoretische FErklirung der wichtigsten atmosphérischen Erscheinungen (Wellen-
bewegungen an dem polaren Luftkeil) geben diirfen, wird hier nicht eingegangen.

Erst in dem geplanten zweiten Teil unserer Arbeit soll diese Theorie, die in vielen
Beziehungen an die von Boussinesq und Rayleigh entwickelte Theorie der Einzel-
welle erinnert, in aller Ausfiihrlichkeit entwickelt und erdrtert werden. Dort soll auch
die Integration der atmosphirischen Storungsgleichungen fiir allgemeinere Fille durch-
gefiihrt werden, indem wir uns von einigen der Vereinfachungen in der vorliegenden
Arbeit freimachen kénnen. Es wird z. B. die Wellenbewegung in mehreren Fliissigkeits-
schichten auf einer kugelférmigen und auf einer ellipsoidenformigen Erde zur Darstellung
kommen, woraus wieder durch einfache Verallgemeinerung eine Theorie der Gezeiten-
schwingungen geschichteten Wassers sich ausbilden l48t. Es soll ferner die Kompres-
sibilitdt der Fliissigkeitsschichten mit berlicksichtigt werden. Durch Ubertfagung und
Erweiterung der von Levi-Civita mit so groBem Erfolg verwendeten Methode zu einer
exakten Bestimmung der einfachsten hydrodynamischen Wellenbewegungen soll es schlieB3-
lich versucht werden, die bedenklichste Vereinfachung, die Voraussetzung einer unendlichen
Kleinheit der Storungsbewegung, auch zu beseitigen.

Es ist mir zuletzt eine angenehme Pflicht, Herrn Professor V. Bjerknes meinen
herzlichsten Dank auszusprechen fiir die Unterstiitzung, die er mir wihrend der Aus-
fihrung dieser Untersuchung gewihrt hat, flir das rege Interesse, das er jederzeit meiner
Arbeit entgegengebracht und fiir die wertvollen Ratschlige, durch die er das Fortschreiten
derselben gefordert hat. Auch den Herren cand. mag. J. Eggvin und cand. mag.
J.Holmboe, die mir durch Hilfe bei Berechnung und Zeichnung der Figuren und bei
Fertigung des Manuskripts unterstiitzt haben, bin ich zu groBem Dank verpflichtet.



KAPITEL L
Atmosphairische Storungsgleichungen.

§ 1. Die Bewegungsgleichungen eines rotierenden Fliissigkeitssystems.

Wir betrachten n verschiedene Flussigkeitsschichten, von unten nach oben seien
sie mit den romischen Zahlen
.-, 1,J,---, N (1)
bezeichnet!. Die entsprechenden Trennungsflichen bezeichnen wir, ebenfalls von unten
nach oben gerechnet, mit
1,2,38,---i,j,k,---,n,n+1. (2)

Die untere Fliche 1 soll starr sein; sie kann z. B. mit der Erde oder mit einer
rotierenden Scheibe identifiziert werden. Es sei j eine beliebige, innere Grenzfliche zwischen
den zwei Schichten I und J, und es sei schlieflich n+41 die obere Grenzfliche, die z. B.
eine freie Oberfliche darstellen kann. Jede Schicht erhilt folglich dieselbe Bezeichnungs-
zahl wie ihre untere Grenzfliche. -

Das ganze, geschichtete Flissigkeitssystem soll eine konstante Rotation um eine
feste Achse haben. Wir wollen die Bewegung auf ein System beziehen, das die Rotation
um diese feste Achse mitmacht, z. B. auf die untere, starre Grenzfliche. Indem die
Differentiationen in bezug auf dieses rotierende System mit d und diejenigen in bezug
auf ein festes System, das die Rotation nicht mitmacht, mit D bezeichnet werden, so ergibt

sich fir die Geschwindigkeit eines beliebigen Fliissigkeitsteilchens im rotierenden Bezugs-
system — die relative Geschwindigkeit — der Wert —Q, wihrend die absolute Geschwindig-

dt
D
keit durch D—E‘) dargestellt ist. Hier bedeutet g den Radiusvektor des Punktes, von einem

beliebig gewidhlten Nullpunkt auf der Rotationsachse aus gerechnet. Wird die als konstant
zu betrachtende Rotationsgeschwindigkeit mit £ bezeichnet, so ist die Drehgeschwindigkeit
des Punktes durch das Vektorprodukt @ >< @ gegeben, wo >< das Gibbs’sche Symbol
der vektoriellen Multiplikation bedeutet.

Es bestehe dann offenbar die Gleichung

Do_de . . _ (4
Dt —ar T9¥e (dt+QX)Q' @
I FEs liegt hier eine Abweichung von den frither gegebenen Darstellungen dieser Stdrungstheorie
vor, s. V. Bjerknes Die atmosphérischen Storungsgleichungen, Beifr. z. Phys. d. fr. Atmosphiére,
13, 8. 1—14, Leipzig 1926. Zs. fiir ang. Math. u. Mech., 7, S. 17—26, Berlin 1927. Bei Bjerknes
werden die Schichten von oben nach unten numeriert. Es hat sich aber gezeigt, daB die Ausfithrung
der Integration der Bewegungsgleichungen am einfachsten erfolgf, wenn die Randbedingung an der
untersten, festen Grenzfliche zuerst bertlicksichtigt wird. Denn diese ist von einem anderen Cha-
rakter als die Ubrigen, und zwar bei weitem die einfachste. Da infolgedessen auch die Integration
fir die unterste Schicht zuerst ausgefiihrt werden muB, wird es vorteilhaft sein, fir dieselbe die
Bezeichnung I zu verwenden.
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Dt

folgt dann sofort fiir die absolute Beschleunigung des Punktes:

D d
Der Differentialoperator —ist also mit dem Operator (E +Q ><) dquivalent. Hieraus

D (D d d d’ d
(—9):(5+Q x)(—&%+g><g)———9+ 20 “210x(@x),

Di\Dt S de
d .
oder indem wir fiir die Geschwindigkeit —d—% die Newton’sche Bezeichnung ¢ einfithren:
Do  d¢ .
BF =g T2Qxe+Qx@xg). )

Die absolute Beschleunigung setzt sich folglich aus den folgenden drei Teil-
Beschleunigungen zusammen :
dg
ar’

(2) die Coriolis-Beschleunigung 2Q >< g,

(3) die Zentripetalbeschleunigung Q =< (@ >< @), die senkrecht auf die Rotationsachse
in der Ebene von Q und g liegt, und vom Betrage !229sin0 ist, wo # den Winkel
zwischen © und o bedeutet!.

Fiir eine ideale Flissigkeit gilt nach Euler die folgende, in vektoranalytischer
Form geschriebene Bewegungsgleichung:

D’g )
—2 =—o7a+K, )

(1) Die relative Beschleunigung

wo ¢ das spezifische Volumen und s den Druck der Flissigkeit bedeutet, v ist der
Hamilton’sche Operator und K Dbezeichnet die von der &ufBleren Kraft erteilte Be-
schleunigung. '

Mit dem Ausdruck (4) far die absolute Beschleunigung folgt dann hieraus, indem
noch die Euler’sche Zerlegung der relativen Beschleunigung in eine lokale Komponente

2 . .
ﬁ und eine stationdre Komponente g-+ @ Anwendung findet:

%%_l_@'-vg'+2Q><Q+Q><(Q><Q)=—GV7Z+K. ()

Das Glied Q ><(Q < @) wird im allgemeinen auf der rechten Seite gefiithrt und dann
als Zentrifugalbeschleunigung bezeichnet.

Unter allen Beschleunigungen in dieser Gleichung wird nur die Zentrifugalbe-
schleunigung von der Lage der Rotationsachse abhidngen. Da wir speziell die von der
Coriolis-Beschleunigung hervorgerufene Bewegung studieren wollen, so kommt fiir uns
in erster Aundherung der Zentrifugalbeschleunigung nur eine modifizierende Rolle zu; sie
kann deshalb ohne weiteres zu der &dulBeren Kraft gerechnet werden. Die Resultante
dieser zwei Beschleunigungen soll mit'g bezeichnet werden; in den uns interessierenden
Fillen stellt g die auf der Erde beobachtete Schwerebeschleunigung dar.

1 Aus der meteorologischen Litera.ur ist mir keine einfache Herleitung der »ableitenden Kraft« be-
kannt. Die Tatsache, daf der immer wieder auftauchende Zweifel an dem berechtigten Vorhanden-
sein des Zahlenfaktors 2 in dem Ausdruck fir die Coriolis-Beschleunigung nicht einmal aus
der Welt zu schaffen ist, zeigt zur Geniige, da die bisher verwendeten Methoden nicht gerade
iiberzeugend Wwirken konnen. Dazu sind sie noch kompliziert und erfordern einen erheblichen
Rechnungsaufwand, wahrend die hier gegebene vektorielle Herleitung wohl kaum an Einfachheit
iibertroffen werden kann. Moge sie auch zur Verbreitung der vektoranalytischen Methoden unter ’
den Meteorologen beitragen !
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Die Euler'sche Bewegungsgleichung lautet dann:
20 ) . .
0 Ve+2Q xg=—0Tn+tg, 6)

wo die Variablen g, o, # der Reihe nach mit den hoch angebrachten Indizes (1) zu ver-
sehen sind.

In dieser vektoriellen Gleichung sind 5 skalare, unabhingige Variablen enthalten,
ndmlich der dreifach skalare Geschwindigkeitsvektor ¢ und die einfach skalaren GrdoBen
o und =, Zur vollstindigen Bestimmung dieser unbekannten Funktionen miissen dann
noch zwei skalare Gleichungen zwischen denselben GroéSen hinzukommen.

Es ist dies erstens die kinematische Kontinuitdtsgleichung, die das Prinzip von der
Erhaltung der Materie zum Ausdruck bringt und folgendermaBen lautet:

%—;’Jré- 7 6—odivg=0, (7

und zweitens diejenige Gleichung, die auf die bis jetzt noch nicht betrachteten physi-
kalischen Eigenschaften der Flissigkeit Riicksicht nimmt. Diese sagt bekanntlich aus,
daB fiir jede Fliissigkeit eine Relation zwischen Druck, spezifischen Volumen, Temperatur
? und, wenn erforderlich, noch mehreren Verdnderlichen von der Form

D(x,0,9, +-)=0
besteht, oder nach ¢ aufgeldst:

o=¥(xn,¥,- ") (8)
(barokline Bedingung).

Fiir die Variation der Temperatur,---, miissen wir dann noch die Gesetze der
Thermodynamik beriicksichtigen, um iiber ebensoviele Gleichungen wie unabhiingige
Variablen verfiigen zu koOnnen. :

Ein wichtiger Grenzfall der baroklinen Bedingungsgleichung (8) tritt ein, wenn die
Temperatur, - - -, in der Gleichung nicht explizite vorkommt. Die sich dann ergebende
barotrope Bedingung lautet folglich:

o= (n). 9

Spezialfillen von Barotropie begegnen wir z. B. bei vollkommener Inkompressibilitit:

g=counst. und bei adiabatischer Zustandsdnderung eines einatomigen Gases:
1

o=const.717*, (x=0,2884).

Wenn die Geschwindigkeit o eines Teilchens durch Integrationsprozesse aus diesen
Gleichungen als Funktion von @ und f bestimmt worden ist, so ergibt sich der Radius-
vektor o des Teilchens als Funktion von ¢ und seinen Anfangskoordinaten durch Inte-
gration der gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung:

do . ’

§ 2. Randbedingungen.

) Aus den Gleichungen (8), (7) und (9) des vorigen Paragraphen lassen sich nun fiir
eine beliebige Schicht die fiinf skalaren Verdnderlichen durch Integrationsprozesse als Funk-
tionen der Raumkoordinaten und der Zeit bestimmen. In diesen Integralen kommen noch
verschiedene willkiirliche Konstanten oder sogar willkiirliche Funktionen vor, durch deren
Variation eine unendliche Anzahl von Lésungen erhalten werden kénnen. Um eine be-
stimmte, eindeutige Losung zu erhalten, was ja bei einem vorgegebenen Problem immer
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erwiinscht wird, miissen deshalb neben den angefiihrten Gleichungen noch gewisse Neben-
bedingungen vorgeschrieben sein, die von solcher Art sind, daf bei ihrer Erfiillung nur
eine einzige von den unendlich vielen Losungen in Betracht kommen kann.

Diese Nebenbedingungen sind nun zweierlei Art. Sie konnen entweder Anfangs-
bedingungen sein, wodurch die Lage und der physikalische Zustand der einzelnen Molekeln,
sowie ihre Geschwindigkeiten, zu einer bestimmten Anfangszeit ¢,, von der an die Be-
wegung studiert werden soll, gegeben sind; oder sie kdonnen Randbedingungen sein,
wodurch die Verhidltnisse an den Begrenzungsflichen der Fliissigkeit zu jeder Zeit
festgelegt sind.

Die gewdhnlichen Randbedingungen driicken die bekannte Tatsache aus, daB die
Begrenzungsfliche einer Fliissigkeit immer aus denselben Flissigkeitsteilchen bestehen muB.

Es sei die Gleichung einer Begrenzungsfliche durch

@ (o, )=0 1)
gegeben, wo der Radiusvektor o eines willkiirlichen Flichenpunktes von einem beliebig
gewihlten Nullpunkt aus gerechnet wird. Zu einer anderen, infinitesimal verschiedenen

Zeit t+4-dt sei dann der Radiusvektor g+dp; da der betrachtete Punkt, infolge der Rand-
bedingung, immer in der Fliche bleiben muB, so folgt sofort, daB auch

p(o+do, t+dt)=0 (2)

ist. Durch Entwicklung nach Taylor ergibt sich hieraus unter Beschrinkung auf unendlich
kleine Glieder erster Ordnung:

0
(P(Q,l‘)+a—fdt+dg-v(p+ —'

Das erste Glied ist aber nach (1) gleich Null; nach Division mit df ergibt sich
deshalb :

2 . __g(_p__ .
3 @ Ve==0 @)

als kinematische Grenzflichenbedingung 4n starren Begrenzungswinden oder an einer
freien Oberfliche. @ bedeutet die Geschwindigkeit der Fliissigkeitsteilchen an der Fliche.

Ist die Begrenzungsfliche Teil eines unbeweglichen, starren Korpers, wie es z. B.
nach Voraussetzung mit unserer Fliche 1 der Fall ist, so verschwindet der Differential-

2 . . .
quotient a—(f, und die kinematische Grenzflichenbedingung lautet dann, indem wir anstatt
V ¢ die dufere Normale n zur Fliche schreiben und den Grenzflichenindex (1,2)! hinzufiigen:

01 m=0; (4)

sie sagt folglich aus, da8 die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Fliche ver-
schwinden muB. '

Wenn die Begrenzungsfliche eine Diskontinuitétsfiiche j zwischen den zwei Fliissigkeits-
schichten I und J darstellt, deren in der Fliche liegenden Teilchen die Geschwindig-
keiten QJI und g}’ haben, so mufBl natiirlich die kinematische Grenzflichenbedingung (3)
fiir beide Seiten der Fliche gelten, woraus folgt:

dp,
_J Lo —
ot VT
(5)
S(pj
_d ST L c —
Y, +Qj y ¢7J~0

Durch Subtraktion ergibt sich hieraus:
T TN e e ()
(0j——e7) Ve =0;

I (1, 2) bedeutet: Formel 2 von § 1.
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an einer Diskontinuitdtsfliche mufi folglich in beiden Fliissigkeiten die Normalkomponente
der Geschwindigkeit denselben Wert haben.

An einer Diskontinuititsfliche von der Gleichung (1) muB ferner Druckgleichheit
an beiden Seiten herrschen; ihre Gleichung ist deshalb auch durch

nJI — n}-f =0 (6)
gegeben. Wir konnen folglich in den kinematischen Grenzflichenbedingungen (5) P; durch .

nf—nf ersetzen, und erhalten dadurch die Randbedingungen an einer Diskontinuitéits-

fliche j in der Form: 3
LAY & T T\
(3t+91 V)(”j 75/ )=0

5 (7
(& + QJJ V) (n}—n}.f)ZO.
In entsprechender Weise ist die Gleichung der freien Oberfiiche n+-1 durch
alY '\ +const. =0 (8)

gegeben ; wird auch hier in der kinematischen Grenzflichenbedingung ¢ durch 75 T const.
ersetzt, so erhalten wir die Randbedingung an der freien Oberfliche:

9 .
(2 + gnﬁl-v>ng+1:o. (©)
\ |

§ 3. Die Gleichungen der Grundstromung.

Wir betrachten eine Grundstrémung, wobei ein willkirliches Fliissigkeitsteilchen
vom Radiusvektor R in einer beliebigen der n Fliissigkeitsschichten die Geschwindigkeit
R==V, den Druck P und das spezifische Volumen S habe. Diese Grundstromung kann
z. B. stationdr sein oder auch andere, einschrinkende Bedingungen erfiillen, sie kann
aber auch ganz beliebig sein. In diesem Falle ergeben sich die Bewegungsgleichungen
der Grundstrdmung aus den entsprechenden Gleichungen (6), (7), (9) des § 1 durch ein-
faches Umtauschen der dort verwendeten kleinen griechischen Buchstaben mit den ent-
sprechenden grofen lateinischen, Sie lauten folglich:

2—‘[ +V.UV+2Q X V=-—S8V P+g

1)
Z—f +V.-vVS—8divV=0

S=Y(P).

Der Reihe nach sind noch die Indizes I,II,---, N hoch anzubringen.
Die Randbedingungen des vorigen Paragraphen ergeben entsprechend:
(1) an der unteren, starren Grenzfliche 1:

v{'nl’_“(); (2)

(2) an einer Diskontinuititsfliche j zwischen den zwei Flissigkeitsschichten I und J,
deren Gleichung

(a) durch Pf— p }7: 0 3)

gegeben ist:
3 I.o T Ty —
(at-i—Vj-V)(Pj Pj)—O

O L yJ I__pJ @
(a—t—i—vj-v)(Pj——Pj):O,
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(b) bezw. durch

Fj=0 (3)
gegeben ist:
° T _
(a_t + VJ- 'V) Fj—O
o @)
(a +Vj -\7)17']-20;
(3).an der freien Oberfliche n+1 von der Gleichung:
PIJIZH +const. =0, ' (5)
2
(57 + V¥ v) £, =0, | ©®)

SchlieBlich ergibt sich der Radiusvektor R eines Teilehens als Funktion von # und

seinen Anfangskoordinaten aus:
dR
= ). 7
T V(R, 1) (M
§ 4. Die Storungsgleichungen.

Nach dem Prinzip der kleinen Schwingungen werden nun der im vorigen Paragraphen
definierten Grundstrémung unendlich kleine Stdorungen superponiert und deren zeitlicher
Verlauf untersucht. In den allgemeinen Gleichungen der §§ 1 und 2 setzen wir dem-

entsprechend: ]
o=R+r; o=V+v; a=P+p; 6=8S+s; p=F+f, (1)

wo R,V, P, §, F die Grundstromung von § 3 definieren, wihrend r, v, p, s, f die
unendlich kleine Storung bedeuten!. Aus "den Bewegungsgleichungen ergeben sich dann:

%(V+v)+(V+v)-v(V+v)+2 Q< (V4v)= —(S+8) 7 (P+p) +g

2 .
a—t(S+s)+(V+v)-v(S+s)—(S+s)d1v(V+v)=0 2)
S+s=%(P+p).
Wir betrachten nun die Stérungsfunktionen als unendlich kleine GrdoSen von der
ersten Ordnung, deren Quadrate und Produkte vernachlissigt werden konnen. In der

letzten Gleichung (2) darf dann die Funktion der rechten Seite nach Taylor entwickelt
werden, wodurch wir erhalten:

S+s=¥P)+VPp+...;
unter Beriicksichtigung der letzten Gleichung (3, 1) folgt dann hieraus:
s=8p. (3)
Mittels dieser Relation und der Bewegungsgleichungen (3, 1) erhalten wir ferner
aus den zwei ersten Gleichungen (2):
%lt’+V-Vv+v-VV+2Q><V:—V(Sp), 4)
] . I e
&(S’p)-I-V-V(S'p)+v-\7S——Sdlvv—SpdeZO. (5)

! Das Prinzip der Ableitung der Stérungsgleichungen ist von V. Bjerknes in den in der Note von
S. 7 zitierten Abhandlungen angegeben worden.
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Ferner folgt aus den Randbedingungen:
(1) an der unteren, starren Grenzfliche 1:

vi-n,=0; (6)

(2) an einer Diskontinuitatsfliche j zwischen den zwei Fliissigkeitsschichten I und
J, deren Gleichung
(a) durch )
: P{—Pj+pj—p]=0 (™
gegeben ist:

)
(a—t+vjf.-v)( pI—pl)+vI- 7 (Pl— P =0

(8)
J\
(52 Vi) wh—p v (Bl —B)=o0.
(b) bezw. durch
Fi+f=0 (7)
gegeben ist:
i
<a_t+VI )fj-i-V v Fj=0
" )
(a_t +V}.7- V)f}'-l"v_‘ir' \4 Fj=0;
(3) an der freien Oberﬂéiche n+1 von der Gleichung:
H+1+pn+1+const =0, 9)
2
(a_t +Vﬁ+L'V)py+1+VIZY+1' v Pl =0. (10)

In den Randbedingungen an den Grenzflichen j, (j=2, 3, ..., n+1), dirfen fir
die unabhingigen Variablen eigentlich diejenigen Werte eingefiihrt werden, die sich aus
der Gleichung der Grenzflichen im gestérten Zustande (7), bezw. (7') ergeben. Der
Einfachheit halber werden wir aber die Voraussetzung machen, dafl es in erster Annidherung
genfigen wird, die Koordinaten der ungestérten Flichen (3, 3) einzufiihren.

Wenn die Storungsgeschwindigkeit v eines Teilchens aus diesen Gleichungen bestimmt
worden ist, erhalten wir schlieflich den entsprechenden Radiusvektor r des Teilchens als
Funktion der Zeit und seiner Anfangskoordinaten aus der Gleichung:

dr 23r

a7 at—i—VVr v(p,b). (11)

Die Ableitung der Stérungsgleichungen fuBt auf den Euler’schen Gleichungen und
den Annahmen (1).

Es bestehen aber plausible Griinde dafiir, daB die Herleitung einer generellen
Stérungstheorie bewegter Flissigkeiten wahrscheinlicherweise nicht von den Euler’schen
Bewegungsgleichungen aus gegeben werden darf. Wie es bei der Storung von einer
Zentralbewegung oder von einem bewegten materiellen Punkte der Fall ist, so muB auch
hier die Aufmerksamkeit auf die einzelnen Fliissigkeitsteilchen gelenkt werden, deren Bahn
wihrend der allgemeinen Bewegung und wihrend der Grundstrémung genau zu verfolgen
ist, um die Storung derselben bestimmen zu koénnen. Dazu werden aber die Euler-
schen Bewegungsgleichungen nicht zweckmiBig sein, und es miissen vielmehr die
Gleichungen in der Lagrange’schen Form zu Hilfe genommen werden. Wenn auch den
Euler’schen Gleichungen in Allgemeingiiltigkeit tberlegen, sind dieselben doch bisher
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in nur sehr beschrinktem MaBe verwendet worden. Da die Euler’schen Gleichungen
eben fiir die folgenden, speziellen Anwendungen bequem sind, werden wir aber nicht an
dieser Stelle auf die generelle Ableitung der Storungsgleichungen von den Lagrange’schen
Bewegungsgleichungen aus eingehen konnen.

Es sollen noch zum SchluB einige Worte iiber die Integration der allgemeinen
Storungsgleichungen gesagt werden. ‘

Die Ermittlung einer LoOsung der Gleichungen (4) und (5), die gleichzeitig auch
die Randbedingungen (6—10) erfiillt, kann auf die Lésung eines gewOhnlichen Randwert-
problems zuriickgefiihrt werden. Allerdings ist dasselbe von einem weitaus viel kompli-
zierteren Typus als diejenigen, die bis jetzt der mathematischen Analysis zugénglich
geworden sind. Die Durchfiihrung einer vollstindigen Integration der allgemeinen Storungs-
gleichungen, wenigstens unter Anwendung rein analytischer Hilfsmittel, muB wohl deshalb
als zurzeit wenig aussichtsreich bezeichnet werden. Wir verzichten auch auf einen Versuch
in dieser Richtung. Um trotzdem mit der Aufgabe fortschreiten zu kdnnen, werden wir
fortan das allgemeine Integrationsproblem verlassen und uns ausschlieflich der Unter-
suchung geeigneter Spezialfille zuwenden. Es besteht dadurch die Moglichkeit, eine
Ubersicht iiber die wichtigsten Schwingungen in rotierenden Fliissigkeitsschichten zu
bekommen, wobei sich auch Anhaltspunkte fiir das Studium des Schwingungsverlaufes
im allgemeinen Falle ergeben mdgen.

Die folgenden Xapitel sollen deshalb der Untersuchung derartiger Spezialfille
gewidmet werden. Unter den vielen moglichen Annahmen, die eine Spezialisierung der
allgemeinen Storungsgleichungen herbeifiihren, haben wir die zwei folgenden gewihit:

(1) es soll das spezifische Volumen o fiir jede Schicht eine konstante GroBe sein,
(2) es soll der Grundstrom V in jeder Schicht sowohl riumlich als auch zeitlich
konstant sein.

Diese zwei GroBen konnen aber von Schicht zu Schicht variieren, indem sie in
ihrer rdumlichen Verteilung sprunghafte Anderungen an den Diskontinuititsfliichen
aufweisen.

KAPITEL II.

Integration der Storungsgleichungen fiir zwei
horizontale Schichten.

§ 5. Der stationire Zustand.

‘Wir werden in diesem Kapitel mit dem einfachsten Falle anfangen, wo das geschichtete
System aus bloB zwei Flissigkeiten I und II besteht, die durch eine horizontale
Diskontinuititsfliche voneinander getrennt sind. Dem Grundstrom und dem spezifischen
Volumen sollen die, am SchluB des vorigen Kapitels angegebenen, einschrinkenden
Annahmen auferlegt werden.

Um die Rechnungen moglichst weit zu vereinfachen, sehen wir vorliufig von jeder
Begrenzung der Schichten ab, die Fliissigkeit I erfiille den ganzen unteren Halbraum
und die Fliissigkeit II den ganzen oberen Halbraum. Die Gleichungen der Grund-
stromung (3, 1) reduzieren sich dann auf die Form:

2Q><V:—%'VP+g, (1)

indem wir von jetzt ab die konstante Dichte ¢ anstalt des spezifischen Volumens ver-
-wenden werden.
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Wir fiihren nun ein kartesisches Koordinatensystem ein, indem wir die horizontale
Diskontinuitdtsfliche zur xy-Ebene wihlen und die Sohwerebeschleuniguhg in Richtung
der negativen z-Achse wirken lassen. Wird dann die x-Achse in Richtung des Grund-
stromes gelegt, der infolgedessen den Skalarwert U habe, so ist die Richtung der y-Achse
dadurch eindeutig festgelegt, daB die x, y, z in der angefiihrten Reihenfolge ein recht-
winkliges Rechtssystem bilden sollen.

- Werden die Komponenten des Rotationsvektors Q ldngs den drei Achsen mit Qx, 2y, 2,
und diejenigen der Erdbeschleunigung g mit gy, gy, g- bezeichnet, wobei gx=gy=0 und
gz=— g zu setzen sind, so lauten die Komponentengleichungen von (1):

19P

B & dx

13P '

20, U——;@ (1)
1P

Hieraus ergibt sich durch Integration die Gleichung der Isobarenflichen :
P=—20,:Uy—(9g—2824U)ez+ Py, 2)
die sowohl fiir die Schicht I als auch fiir die Schicht 1T Giiltigkeit besitzt. Die Isobaren-

flichen sind also parallele Ebenen, deren Neigung y mit der xy-Ebene durch die
Gleichung 90, U

b=  g—20,U
gegeben ist.
Fir die Diskontinunititsfliche ergibt sich aus (3, 8), unter Beriicksichtigung von (2),

die folgende Gleichung:
PI—PU= 20, (10T — U U y—[g(e! —e) — 20, (1 UL — T U] z=0. (8)

In dem gewihlten Koordinatensystem soll aber diese Fliche mit der xy-Ebene:
z=0, zusammenfallen. Es muf3 also

20, (T UT— U U=0 4)
sein. Aus (3) folgt dann:
Pl—Pl= —[g(el— ) — 20y (' UT— L UY)] z=0, (5)
oder auch:
F=2z=0. (5)

Aus (8) erhalten wir ibrigens die von V. Bjerknes erweiterte Margules’sche
Formel! wieder; wird die Neigung der Diskontinuititsfliche gegen die Horizontalebene
mit @ bezeichnet, so ergibt sich nimlich:

: 9.0, (L U — 1 )
glel— ) — 20, T UT—1 Uty

In unserem Spezialfalle ist © natiirlich gleich Null. Das kann in zweierlei Weise
zustandekommen, indem nach (4) entweder 2,=0 oder I Ul— I =0 sein muB. Im
ersteren Falle liegt der Rotationsvektor in der Diskontinuititsfliche; wenn dann auBerdem
02,=0, der Rotationsvektor folglich der y-Achse parallel ist, so erfolgt die Integration
der Storungsgleichungen, wozu wir im néchsten Paragraphen iibergehen werden, besonders
einfach. Wir setzen dabei Qx=£0,—=0 voraus. Nach (2) werden in diesem Falle die
Isobarenflichen horizontale Ebenen sein.

Den Fall Q,==0, Q.+ 0 und den eben angefiihrten Fall: ¢l Ul — ¢ Ul=0 werden
wir in Kapitel IV ndher betrachten.

tg O= — (6)
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§ 6. Die speziellen Storungsgleichungen bei zweidimensionaler Bewegung.

Aus den allgemeinen Storungsgleichungen (4, 4—5) ergeben sich bei Inkompressibilitat
und konstanter Grundstrémung:

] 2 1
(9—2+U§;)v+29><v——;7p, 1)
divv=0, (2)

und zwar gelten diese Gleichungen fiir beide Flissigkeiten, was durch Hinzufiigung der
Indizes T und IT zum Ausdruck gebracht werden kann.

Aus diesen Gleichungen ersieht man sofort, weshalb die einschriinkenden Bedingungen
2yx=1£2,=0 so vereinfachend auf die Rechnung wirken kénnen. Denn bei Storungen, die
von der y-Koordinate unabhiingig sind, kann dann die Bewegung in zwei Dimensionen,
in Ebenen senkrecht zum Rotationsvektor, vor sich gehen, indem die y-Komponente ver-
schwindet. In diesem Falle lauten nimlich die Komponentengleichungen von (1) und (2),
indem die Komponenten von v mit u, v, w bezeichnet werden :

2 . 2 13p

St ut2 Qw=—-2

(at H]ax>uJr PP T

2 . 2 1y

(at+Ua—x)w 2 Qyu=——L (3)
o
ox 9z

w0 noch die Indizes I und II hinzuzufiigen sind.
Fir die Gleichung der gestorten Diskontinuititsfliiche ergibt sich aus (4, 7):

PI_Plipl —pll —o, @

indem, den Bemerkungen von 8. 13 gemi8, die Koordinaten der ungestérten Grenzfliche:
z=0, in dem Stdrungsgliede eingefiihrt worden sind.

Ferner bestehen nach (4, 8) die folgenden Grenzflichenbedingungen an der Diskontinui-
tatsfliche :

d ? 5
(5 0 52) (pho—plia) ot P — Pr=o0

2 2 0 ®)
Wenn schlieBSlich die Gleichung der Diskontinuitéiitsfiiche in der Form (4, 7)
F+f,_,=0 @)
gegeben ist, so bestehen nach (4, 8') die Grenzflichenbedingungen :
) 2\ oF

— I_° I pu—
<9t v ax)f2:0+wZ:° 2z 0 ’
(59

S guZl u oF _
(at +U Z.)x>fz‘;0+w =0.

z=0 5z
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§ 7. Integration der speziellen Stérungsgleichungen.

Unter der Annahme, daB die Stérung periodisch in der x-Richtung verlaufen soll,
versuchen wir, die speziellen Stérungsgleichungen des vorigen Paragraphen durch den

formellen Ansatz: U= A eilax—po+sz

w= C ei(axfﬂt)—ka‘z (1)
p= D ei(a.x—ﬁt)—{-dz

zu befriedigen, wo i die imaginéire Einheit und A, C, D, a, B,  nachtriiglich zu bestimmende
Konstanten bedeuten.

In (6, 3) substituiert, erhalten wir dann, nach Weglassung des Exponentialgliedes,
ein System von drei linearen Gleichungen zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten :

—i(f—alDA | +204C=—iaD
—2Q,A—i(f—alU)C =—06D
icd + 3C=0.

Bei nichtverschwindenden Werten von A, C, D muB dann die aus den Koeffizienten
gebildete Determinante identisch gleich Null sein, woraus folgt:

—Ii(—al) 24y —ia
—20, —i(f—alU) —do|=0.
ia d 0

Die Ausrechnung dieser Determinante ergibt nun:

(0° —a®) (B—a U)=0, (2)
deren Wurzeln:
1. =«, 2. 0=—a, 3. p=alU

sind. Der Fall 3 148t ¢ willkiirlich ; wir kénnen dann auch e*? durch yw(z), eine beliebige
Funktion von z, ersetzen.

Ferner konnen wir eine der Konstanten A4, €, D willkiirlich annehmen, und die
zwei anderen durch diese ausdriicken. Es wird sich zeigen, daB es am vorteilhaftesten
ist, C als willkiirliche Konstante zu behalten. Es ergibt sich dann in den drei ver-
schiedenen Fillen, indem die Konstanten mit A, C, D, bezw. A', C', D' und A", ¢", D'
bezeichnet werden :

1. fir d=a:  A=iC, D= é—(/))—aU+2 Q)0,
2. fiir 0= —a: A'=—iC', D'= —é(ﬁ—aU—2 Q,) 0, (3)
. " 16 " ” 1 "
3. fir f=alU: A'==C", D'= &—2!2;,0.
[4)

Diesen drei Systemen vou Konstanten entsprechend gibt es drei verschiedene
Integrale der Form (1), die die Differentialgleichungen befriedigen. Wegen der Super-
positionseigenschaft der Losungen linearer Differentialgleichungssysteme wird dann die
Summe dieser drei partikuliren Integrale wieder eine Losung der Differentialgleichungen
sein, und zwar eine von griBerer Allgemeinheit. Wir erhalten folglich, indem im Falle 8
e’? und de’Z durch v (z) und y/(z) ersetzt werden:

1 ’ i 3 i "oy i —
u=i(Ce?—(C'e 2 gf (ax—ft) + ¢ " (2) ela(x— U
a
w= (CG"Z—l— Cleﬁ uz) ei(ax - ft +.C"’(,U' (Z) eir/. (x— Ul (4)

p :%1 (f—aU+2 02y Ce>—(f—alU—2 Q) C'e *?)ellrx—F1) %1 2.0y 0"y (2) "> U,
2
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Ist die Fliissigkeit in der positiven und der negativen x-Richtung unbegrenzt, so
kann o in diesen Integralen nur reelle Werte annehmen, denn komplexe Werte wiirden
unendliche Stérungsbewegungen hervorrufen. Auch wird es geniigen, a positiv, reell
anzunehmen. Die Integrale im Falle 1 werden dann nur fiir z= — « und diejenigen im
Falle 2 fiir z= + « verschwinden. Da ferner die z-Koordinate nur negative Werte in der
Schicht I und nur positive Werte in der Schicht II annimmt, so kénnen folglich nur die
Integrale des Falles 1 fiir die Schicht I und diejenigen des Falles 2 fiir die Schicht II
verwendet werden.

Die Integrale des Falles 3 werden keine reine Wellenbewegung, sondern bloB die
Eigenschwingungen der Schicht darstelien. Der ganzen Fliissigkeitsschicht, die sich mit
der gleichférmigen Geschwindigkeit U fortbewegt, werden dadurch kleine Storungen auf-

2
gelagert, die sich in der x-Richtung nach dem Intervalle _Z:E periodisch wiederholen. Die

willkiirliche Funktion v (z) und ihre erste Derivierte vy'(z) missen dabei im Unendlichen
entweder verschwinden oder jedenfalls endlich bleiben. Hat w(z) keine Nullstelle im
Innern der Schicht, werden die Integrale die Grundschwingung der Fliissigkeitsschicht
darstellen; hat sie dagegen eine, zwei, ... Nullstellen, ergibt sich hierdurch die erste,
zweite, . . . Oberschwingung.

Eine vollstindige Diskussion dieser EKigenbewegungen kann an dieser Stelle nicht
ausgefithrt werden (vgl. ndheres § 19); da wir im Folgenden nur die reine Wellen-
bewegung betrachten werden, setzen wir deshalb sogleich C”"=0 in den Integralen (4).
Es ergibt sich dann fiir die Schicht I:

uIszIe“Zei(“x*ﬂt)

wl=(CT ez ellex—g1) (5)
&l i I i

b= o (p—aUT+2Qy) Clerzellex—F0

und fiir die Schicht II:

D

uII: __1'011 e—azei(ax - B
wII:CII e’“zei("‘x —-8b (5')
eﬂi .
Ir (/3—-(IUH—~2.QH) CIIe~aze1(ax—ﬂt).

a

Wenn diese Integrale in die Gleichung der gestdrten Diskontinuititsfliche (6, 4)
substituiert werden, wo der Wert von P'—PI durch (5, 5) gegeben ist, so erhalten wir
die folgende Gleichung der Diskontinuitdtsfliche in gestrtem Zustand:

—[geT— ) —2 Qy (TUT— L YI)] 2+
+ 2 [(B—aUl+2 Q) OT+ (B—a UM —2 ) 1L 01 oiex— 0=,

Wenn hier zur Abkirzung die Amplitude Z der schwingenden Fliche eingefiihrt
wird, wo
F(f—alU'4+202y) ! CT+ (f—a UT—2 Q) T 0

Z= . gET—eM)—2 0, (U — 1 pT) (6)

ist, so wird die Gleichung der gestdrten Diskontinuititsfliche die Form

7= gllax—p0) D
erhalten.
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Aus der Grenzflichenbedingung (6, 5) an der Diskontinuititsfiiche ergibt sich ferner
nach Ausscheidung des Faktors el(ex—#;

/J’—aUI
a

[(ﬁ_aUI+2 Qy)é‘l CI—Q—(/g—a UII_2 Qy)EII OII] -
— gt — e —2 Qy (T UT— L UL =0,

B—alUl . LA .
—a-—-—[(ﬁ—aU +20) ' O+ (f—aUTT—2 Q) 1T 1] —
—CH[g(eI-—EH)—QS)y(SIUI—sHUH)]:O_

Hieraus folgt nun, wegen (6), da nach (5, 6)

g(sI—SH)—Q .Qy(eI UI—SH UII) 4:0
sein mubB:
Cl=—i{f—alUYZ, Cl=—i(f—alUW)Z. 8)

Diese Gleichungen folgen iibrigens unmittelbar aus den Grenzflichenbedingungen in
der Form (6, 5, wenn wir uns erinnern, daB die Gleichung der Grenzfliche (7) mit (6, 4)
identisch ist und noch (5, 5') beriicksichtigt wird. Zukiinftig werden wir deshalb im
allgemeinen diese Form der Grenzflichenbedingung verwenden, da sie bei einfacheren
Problemen schneller zum Ziele fiihrt, wenn es auch gelegentlich bei schwierigeren
Problemen (z. B. in Kapitel V) notwendig wird, unsere Zuflucht zu den generelleren
Gleichungen (6, 4—5) nehmen zu miissen.

Durch Einsetzen der Werte (8) von CT.und CM in (6) ergibt sich dann, indem Z
von Null verschieden vorausgesetzt werden kann und folglich aus der Gleichung wegfilit:

T (f—aUY+ N (B—a UM —(ef—¢!T) (a g—28y8)=0. 9)

Diese wichtige Relation zwischen den zwei bis jetzt noch willkiirlich gebliebenen
Konstanten a und f werden wir im n#chsten Paragraphen einer genauen Diskussion
unterziehen. ‘

Zuerst milssen aber einige erginzende Mitteilungen, die Integrale (5) betreffend,
gegeben werden.

In diesen Ausdriicken sind die maximalen Amplituden der Vertikalgeschwindigkeiten
als willkiirliche Konstanten verwendet worden. In mehreren Fillen wird es aber vorteil-
hafter sein, die Amplitude Z der schwingenden Diskontinuititsfliche als neue willkiirliche
Konstante zu wihlen, was unter Berticksichtigung der Gleichung (8) leicht auszufiihren ist.

Die Integrale (5) und (5 sind im allgemeinen komplex. Da die Variablen u, w, p
als physikalische GroBen natiirlich keine imaginire Werte annehmen diirfen, mufl von
den komplexen Ausdriicken entweder der Realteil oder der Imaginirteil oder schlieBlich
auch eine lineare Kombination dieser beiden mit willkiirlichen, reellen Konstanten als
Integrale gewihlt werden. DaB wir hierzu berechtigt sind, folgt unmittelbar aus der
Tatsache, daB sowohl der Realteil als auch der Imaginirteil von (5) fiir sich eine Losung
der Differentialgleichungen und der Randbedingungen darstellt, wie leicht festzustellen ist.

Der Bequemlichkeit wegen werden wir auch kiinftig die Integrale in dieser kiirzeren,
komplexen Schreibweise behalten, wenn es auch gelegentlich notwendig wird, zur reellen
Form tiberzugehen.

In den obigen Integralen haben wir bisher a positiv, reell vorausgesetzt. Wir
werden jetzt untersuchen, wie sich diese Integrale verhalten, wenn a=0 gesetzt wird.
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Die Determinantengleichung (2) hat dann eine Doppelwurzel, =0, wodurch die
Integrale der Fille 1 und 2, bis auf einen konstanten Faktor, identisch werden. Die
Theorie der linearen Differentialgleichungssysteme lehrt uns dann, wie ein zweites, linear
unabhingiges Integral gefunden werden kann. Wir koénnen aber darauf nicht néiher
eingehen und milssen uns damit geniigen, das eine Integral der Form (5) hinzuschreiben.

Aus dem Ausdruck fiir den Druck folgt nun, daB die Faktoren f—aU'+20Qy in
(5) und f—a UM —2Qy in (5) gleichzeitig mit a gegen Null gehen miissen, falls der
Druck bei nichtverschwindenden Werten von C! und CM endlich bleiben soll. Der

0
Koeffizient in dem Ausdruck fir p erhiilt dadurch die unbestimmte Form 0 und kann

folglich ganz willklirlich, von C unabhingig, gewihlt werden. Dies ist Ubrigens auch
unmittelbar aus den Differentialgleichungen zu ersehen, denn fiir a=0 werden ja die

0 2
obigen Integrale von den Koordinaten unabhidngig, wodurch die Druckgradienten ﬁunda—l—)

verschwinden miissen. Der Druck kann dann nicht mehr eine direkte regulierende Ein-
wirkung auf die Bewegung ausfithren, nur durch die vorhandenen Diskontinuititsflichen
kann er noch indirekt eingreifen. Bei Abwesenheit von Diskontinuititsflichen kann des-
halb der Stoérungsdruck {iberall gleich Null gesetzt werden.

Die von den Koordinaten unabhiingigen, singuldren Integrale bestimmen sich aus
den Stérungsgleichungen (6, 8), die sich in diesem Falle auf die Form

du

Jw

——202yu=0
at Y
reduzieren. Es wird folglich:
nl=i Ol Qyit__ j ('l g—22yit all = j U 2Qyit__ oIl g—20yit
wl= Cle? it ('] g 20yit wll= QI 2yit 4 oL g-29yit

Fiir den Druck wéhlen wir entsprechend:
pl=D!e2%it} p'lg-22yit pH==DpI 2yity [Ilg-20yit

In die Gleichungen (6, 4) und (6, 5) eingefiihrt, ergibt sich dann als Gleichung der
gestorten Grenzfliiche:

_ 10T o i ICT a0 it
z= 29ye ¥ +2de gt
die Fliche oszilliert also um ihre Gleichgewichtslage, indem sie dabei immer horizontal
I C'I
bleibt. Der Abstand zwischen ihrer hochsten und tiefsten Lage ist durch o + o
y il
gegeben.
Zwischen den Konstanten bestehen die leicht zu bestiitigenden Relationen:
CI:CIIy C’I_—_:C’H,
DI—pU=—jcl Mwel Ul4 Il
20y ’
pi_pm—jet[LE =D i g
2 Qy / '
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Wir konnen nun die Zeit von dem Augenblick an rechnen, wo die Grenzfliche ihre
Gleichgewichtslage: z=0, besitzt. Aus der cbigen Gleichung der Grenzfliche folgt dann,
indem C'=(C"T=C(C gesetzt werden mul:

C .
z= b—ysm2!)yt.

Es kann hier C positiv vorausgesetzt werden. Fiir die Geschwindigkeitskomponenten
ergeben sich dann entsprechend:

wl=ul=u=—2Csin2 Qyt, w=wl=w=2Ccos2Qyt;
. dx dz .
wenn hier noch u= TR w= ’ gesetzt werden, so folgen durch Integration als Bahn-
komponenten eines Teilchens:
C C .
x—-xozaycos2!_)yt, z—z():?ysm2[3yt.

Das Teilchen beschreibt also einen vertikalen Kreis vom Radius —% um den Punkt
-'-y

(x,, z,); die Geschwindigkeit ist dabei konstant, gleich 2 C. Die Umlaufsrichtung ist
positiv (von der x- zu der z-Achse) oder negativ, je nachdem £,==0 ist. Die Bewegung
ist eine Trigheitsbewegung, die nur in unendlichen Schichten aufkommen kann, da sie
mit der Grenzbedingung an einer horizontalen Grenzfliche nicht vereinbar ist. Das Vor-
kommen eines Stérungsdruckes riihrt von der Existenz zweier Schichten her; setzen wir
el=¢l und Ul=UY, so wiirden die Konstanten D von C unabhiingig werden, und kdnnten
beliebige Werte, z. B. auch den Wert Null, annehmen.

§ 8. Diskussion der Frequenzgleichung.

In diesem Paragraphen werden wir die quadratische Relation (9) des vorigen Para-
graphen zwischen den noch unbestimmten Parametern der Wellenbewegung o und B
studieren.

Wir werden zuerst fiir einen Augenblick die physikalische Bedeutung der Kon-
stanten o und f erldutern. Wie bekannt, wird fiir 8 die Bezeichnung der »Frequenz«
der Schwingung verwendet; filr a ist aber leider keine einfache Benennung in der Lite-
ratur zu finden. Es bestehen aber die folgenden Relationen:

2x

JT
OZ—T——-QRIH, ﬂ——F—27IH, (1)

wo L die Wellenlinge und 7T die Schwingungsdauer der kleinen Stérung darstellen. Da
T die Zeit angibt, innerhalb deren sich das Bild des periodischen Vorganges wiederholt,
so wird auch T héufig die Periode genannt.

Die Wellenzahl m und die Schwingungszahl n geben die Anzahl der Wellen pro Lingen-
einheit (m), bezw. die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit (sec). o wird deshalb
die Anzahl der Wellen auf 2 # m und § die Apzahl der Schwingungen in 2 sec darstellen,

Die quadratische Relation (7, 9) zwischen a und B soll die Frequenzgleichung
genannt werden, da sich hieraus der Wert von 5, d. h. der Frequenz, bei gegebenem
a ergibt. Natlirlicherweise kann auch umgekehrt der Wert von a bei gegebenem S daraus
gefunden werden. '
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Das Verhiltnis
L
T°¢ @

stellt die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle dar, wobei ein positiver Wert von c,
oder allgemeiner, ein positiver Realteil von ¢, Fortpflanzung lings der positiven x-Rich-
tung ergibt.

Bei komplexen Werten der Parameter kdénnen wir die reellen und die imagindren
Teile trennen, indem wir schreiben:

B=p.+1p,, c=c,tic,. (3)

Es ist dann ¢, die Phasengeschwindigkeit und ¢, die Anfachungskonstante der
Schwingung.

Von besonderem Interesse ist die Untersuchung der Wellen von einfach harmonischem
Profil, die eine von x unabhiingige Amplitude besitzen. o muB dann eine reelle Konstante
sein, die wir auBerdem positiv annehmen wollen. Jedem gegebenen Wert von a entsprechen
dann zwei Werte von f, die mit § und £ bezeichnet werden sollen, und die durch Auf-
16sung der Frequenzgleichung (7, 9) nach § in der Form:

Bl _«a (L UL+ L U — Qy (e — ) 4
/3’ - SI+€II =

PR
= el glL

geschrieben werden konnen. Hier soll f dem positiven Vorzeichen vor der Wurzel und
B dem negativen Vorzeichen entsprechen.

Wenn nur eine einzige Schicht vorpanden wire, wobei ¢1=0 zu setzen ist, ergibt
sich aus (4):

g,}:a U —Qy+ Va(g—?.Qy UI)—I—QE ;

im Spezialfalle U'=0,=0 reduziert sich diese Gleichung auf die bekannte Stokes’sche
Formel fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Oberflichenwellen auf unendlicher Tiefe.

Im Falle zweier unendlicher Schichten werden die charakteristischen Ziige der ent-
sprechenden Wellenbewegung sich vollstindig mit dem Vorzeichen des Ausdruckes unter
der Wurzel dndern:

(a) Wenn dieser Ausdruck positiv ist, erhalten wir nimlich fir jedes a zwei ver-
schiedene reelle Werte, 8 und [, die gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben, je
nachdem o= ;I—-————Ui;::;[ - g ist. Dementsprechend wird es zwei mogliche Wellen der
Form (7,5) geben, die sich mit gleicher Wellenldnge, aber verschiedener Geschwindigkeit
fortpflanzen. Die zugehorigen Amplituden, die wir mit Z und Z’ bezeichnen werden, und
die natiirlich verschiedene Werte annehmen konnen, erleiden keine Anderung wihrend
der Fortpflanzung. Die Wellen sind also in diesem Falle ungeddmpft.

(b) Wenn der Ausdruck gleich Null ist, erhalten wir nur einen einzigen Wert:

_a(@ U+ UL — Qy (el — e
- 61 +£II

p=F

Dementsprechend gibt es nur eine einzige Wellenbewegung der Form (7, 5), die in
dhnlicher Weise wie die Integrale im Falle (a) ungedimpft verlaufen wird.

V— a2l (UL — UM+ g (I— M) [ (g—2 02y UY) +6ll(g—2 2y U]+ QZ (g1 — ¢l1)?

4)
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Wir werden in § 10 sehen, wie ein anderes Integral der Differentialgleichungen in
diesem Falle zu bestimmen ist.

(c) Wenn schlieflich der Ausdruck negativ ist, erhalten wir zwei konjugiert kom-
plexe Werte von f in der Form f, +if, und p,—if,. Die zwei entsprechenden Integrale
der Form (7, 5) werden folglich den reellen Faktor ef2?, bezw. e—#2! enthalten, wodurch
die Amplitude der Wellenbewegung mit unbegrenzt wachsendem ¢ gegen Unendlich, bezw.
gegen Null geht. Bei der ersten Welle wird also Anfachung, bei der zweiten dagegen
Didmpfung der Schwingung stattfinden. Das allgemeine Integral, das als eine lineare
Kombination dieser beiden Wellen mit willkiirlichen, nicht verschwindenden Konstanten
dargestellt werden kann, wird dann auch eine mit # gegen Unendlich wachsende
Amplitude haben.

Der Gleichgewichtszustand, der durch die Gleichungen des § b charakterisiert ist,
wird folglich in diesem Falle labil sein. Die Kkleinste Stérung wird geniigen, um ein
unbegrenztes Anwachsen der um die Gleichgewichtslage einsetzenden Schwingung zu
bewirken.

By

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, = = wird fiir beide Wellen dieselbe sein; sie
ist durch
U LI 11T 0,
CURPS STEPS | S ST s g

gegeben. Das erste Glied rechts stellt eine gewisse, mittlere, konvektive Geschwindigkeit
der zwei Schichten dar. Wegen der Rotation wird also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der Wellen etwas grofier oder kleiner als die mittlere Konvektion ausfallen. Da meistens
el —ell>>0 ist, so wird ein positiver Q, die Geschwindigkeit vermindern. —

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Frequenz in ihrer Abhingigkeit von
den auftretenden Parametern.

Es wird dann vorteilhaft sein, die zwei Glieder auf der rechten Seite von (4)
gesondert zu untersuchen, wie es schon von V. Bjerknes! fiir den Fall einer dhnlichen
Gleichung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die aus (4) durch Division mit « hervor-
gehen wiirde, gemacht worden ist. Er bezeichnet das erste, konvektive Qlied, das im
wesentlichen von der Summe der Schichtgeschwindigkeiten abhiingt, als die #uBere,
kinematische Fortpflanzungsgeschwindigkeit, wihrend das zweite Glied, das besonders von
der Differenz der Schichtgeschwindigkeiten abhiingt, die innere, dynamische Fortpflanzungs-
geschwindigkeit genannt wird. In #hnlicher Weise kOnnen wir, wenn es sich um die
Frequenz (4) handelt, ein kinematisches oder konvektives (lied und ein dynamisches
Glied unterscheiden.

Es wird nun besonders wichtig sein, festzustellen, fiir welche Werte der Parameter
das dynamische Glied in der Frequenzgleichung (4) aufhort, reell zu sein.

Zuerst folgt aus (4), daB ¢'=¢" immer eine imaginire dynamische Frequenz bedingt.
Die einzige mdgliche Ausnahme, wobei U= UU sein muB, kann ja ausgeschlossen werden;
denn in diesem Falle wiirden nicht mehr zwei, sondern nur eine einzige Flissigkeit vor-
handen sein.

Fiir ef<¢!! kann unter Umstédnden sowohl Stabilitit als auch Labilitit der Gleich-
gewichtslage vorkommen. Fiir £y=0 herrscht immer Labilitdt; wir haben dann einen
schon von Rayleigh und Helmholtz behandelten Fall vor uns. Dasselbe wird auch
fiir kleinere Werte von £, der Fall sein. Fiir sehr groBe Werte von £, dagegen, kénnen
wir in den Stabilititsbereich gelangen. So wird z. B. fir U'=U=0 Stabilitat fiir

1 V.Bjerknes: On Quasi Static Wave Motion in Barotropic Fluid Strata. Geofys. Publ. Vol. IIL
No. 3. Oslo 1923.
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II+€I

Qy>ag oy
y—>ag I
auftreten, wihrend Ul=UU={:

ell 4 ¢l H-i—s
!)l]_l—2aU(2U II I>ag II

als Grenze ergibt. Wenn eine Geschwindigkeitsdifferenz zwischen den zwei Schichten
vorhanden ist, wird die Stabilitdtsgrenze noch hoher liegen. So ergibt sich z. B. fir
Ul=—TU:

I eIl

(81[—81)2 ‘

I
Gy +2aU1 0, >ag

£

In allen Féllen muB Q4 mit g vergleichbar sein. Fiir die Anwendungen auf dem
Gebiete der Meteorologie spielt deshalb diese Stabilitdtsmoglichkeit keine Rolle.

Die Tatsache, daBl eine stabile Schichtung auch in dem Falle, wo eine schwerere
Fliissigkeit auf eine leichtere lagert, vorhanden sein kann, rithrt daher, daB fir Quy+0
die scheinbare Schwerkraft, der ein Teilchen wihrend seiner Bewegung ausgesetzt ist,
mit der Bewegungsrichtung desselben variieren wird.

Wie schon erwihnt, soll in (4) der Parameter a nur positive, reelle Werte annehmen.
Bei festgehaltenen Werten der iibrigen Parameter g, Qy, ¢, U lassen wir nun a alle
Werte von 0 bis +c durchlaufen. Es fragt sich dann, ob dabei der reelle Teil von B
alle Werte von — o bis + o annehmen wird.

Wenn wir zuerst a=0 in der Gleichung (4) einsetzen, so erhalten wir:

el — I

ﬁ:()’ ﬁ,:_m2!2y-

Um die entsprechenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten zu bestimmen, kénnen wir
zuerst f=ac in die Frequenzgleichung (7, 9) einfithren und in der erhaltenen Gleichung
a gegen Null gehen lassen. Es ergibt sich dann:

g .
T20, T
Aus den Integralen (7, 5) ersehen wir, da3 fir a=0, ¢= ————dle Geschwindigkeits-

2 0y
komponenten verschwinden werden, wihrend die gestorte Grenzfliche durch z=Z und
die Storungsdrucke durch pl=el (9—20Q,U"Z, pU=s(g—2 0, U")Z gegeben sind.
Durch Hinzufligung einer additiven Konstante zu z kann dann die gestdrte Grenzfliche
als neue xy-Ebene genommen werden, wodurch Z=0 zu setzen ist. Wir sind aber
dadurch auf die Gleichgewichtslage gefithrt worden.
. , el—gll o
Fir a=0, =TT 2 2y ergibt sich ferner
II

it =0 4
z=27 ¢ el 10 -y

—&

als Gleichung der Grenzfliche. Um unendliche Druckstérungen zu vermeiden, muff auch
hier die Amplitude Z=0 sein.

In beiden Fillen verschwindet also die Stérungsbewegung, wenn a-—> 0 geht.

Wie wir am SchluB des vorigen Paragraphen gesehen haben, gibt es aber auch fiir
a=0 nicht identisch verschwindende Integrale in der Form einer reinen Trigheitsbewegung
der Flussigkeitsteilchen. Die Storungsbewegung (7, 5) reduziert sich aber nicht auf diese
singulire Losung, wenn a—> 0 geht,



Vol. V. No. 9. INTEGRATIONEN DER ATMOSPHARISCHEN STORUNGSGLEICHUNGEN 25

Wir gehen nun zu der Diskussion des Verhaltens von f fiir o >0 {iber. Um diese
Untersuchung bequemer ausfithren zu konnen, schreiben wir die Frequenzgleichung in
der folgenden Form:

(1) 7 2 (L U+ s LU o S+ (L U2+ L UM o2 o
+ 20, —e) p—gel—eMa=0. (5)

Fiir reelle Werte von f stellt diese guadratische Relation zwischen den als karte-
sischen Koordinaten zu betrachtenden Griflen a und j§ die Gleichung einer Kegelschnittschar
dar, die durch Origo hindurchgeht. Je nachdem

(81+8H) (SI UI2+€II UII‘Z)Z(SI UI+8H UH)‘Z

ist, d. h. je nachdem
|UT—0t| >0

ist, wird die Kegelschnittschar Ellipsen oder Parabeln darstellen.

Im Falle einer Parabel wird nun, wenn a zwischen 0 und -+ % variiert, § von 0
I__ II

bis 2£y. 0 und p’ von —S—I_I_—ETI2Qy bis —2 Qy. o gehen. Die f-Werte zwischen 0
e te

II

und —-8—1_’_—81[2521, konnen folglich nicht fiir ¢>>0 vorkommen; sonst sind aber alle
& &

positive und negative Frequenzen moglich.

Es ist hier vorausgesetzt worden, daB das dynamische Glied der Frequenz in (4)
reell ist, was fir Ul— U"=0 wohl immer zutreffen wird.

Wenn die Kegelschnittschar Ellipsen darstellt, wobei | U'— UM |>0 sein muf,
kénnen auch komplexe Werte von f vorkommen. Der maximale (und minimale) Wert
von a fir reelles S ergibt sich, wenn das dynamische Glied in (4) verschwindet. Fiir
die Koordinaten dieser Extremwerte erhalten wir:

SI—EH

T g I I (UT—ph)?

{g(61+sﬂ)—2 Qy (TUT+ U £

+ VieT+ e [eT(g—2 2, UN+ 2 (g — 2 2, U] }
(6)
el Il

p= 9 el 1L (Ul e

{g(SIUI—}—aHUH)—?.Qy(SI U12+8H UII‘Z) +

1
+ (SI UI+€II UII) VS (g I+ -
& &

—20,U) +eM(g—20Q,U)? }

Die zwel Punkte liegen auf verschiedener Seite der f-Achse, wie es auch sein muf,
da die Ellipse durch Origo hindurchgehen soll. Da wir aber bloB positive Werte von «
beriicksichtigen, brauchen wir nur das obere Vorzeichen vor der Wurzel (falls ef —s1™>0
ist) zu behalten. (6) gibt dann die zur Doppelwurzel der Frequenzgleichung gehdrigen
Werte von o und f, wobei o der Maximalwert fiir reelles § darstellt.

~ Fiir noch grofiere Werte von a werden $ und p’ konjugiert komplex. Aus (4) folgt
dann, daB sowohl f, als auch f, mit ¢ gegen Unendlich geht. pf, geht gegen + o, je
nachdem e!UT+ I UIIZ=0 ist. Dementsprechend geht ¢, gegen die mittlere, konvektive
U4l

Fortpflanzungsgeschwindigkeit : I
ette

Zuletzt werden wir noch einige numerische Angaben zu der Frequenzgleichung (4)
mitteilen. Indem wir uns die meteorologische Anwendbarkeit der Formel vor Augen
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halten, beschrinken wir uns bei der numerischen Berechnung auf den meteorologisch
interessanten Fall, wo der Dichteunterschied e¢I— I eine sehr kleine Grofe ist. Wir

setzen dann: ~
=e(1+7), el=2(1—1y), (7)

wo & die mittlere Dichte der Schichten und # eine kleine positive GroBe ist, und erhalten
aus (4) nach Division mit a:

o\ _UWUM  U—ut o
' 2 2 al ™

I__ 11\ 2 I___ I\ 2 2
+ V_(U 22_) + ﬂ_l:g__Qy(UI_l_ UII)} +772 [(%) _85} . (8)

a a

Aus (7) folgt nun:
81_811 U — 91

(PSP ) R

indem die absolute Temperatur & eingefiihrt wird. Wenn wir fir den Temperatursprung
A9 und fir die mittlere Temperatur der Schichten ¢ schreiben, wo dann

O_9lefgy, 94 91=29 9
ist, so folgt auch:
A9
p=42 (10)
29
Wird die mittlere Temperatur der Schichten zu rund 800° gewihlt, so ergibt sich
z. B. bei einer Temperaturdifferenz von 10”7:%)- Bei langen Wellen, d. h. kleinen

Werten von a, kann folglich das letzte Glied unter der Wurzel von (8) gegen das zweite
vernachlissigt werden.

In diesem zweiten Gliede kann iibrigens auch Qy(U'+ UY) gegen g vernachlissigt
werden, denn fiir irdische Verhiltnisse (am Aquator) ist 2,=0,729.10"%sec™1, und selbst
bei einer Geschwindigkeit von 100 m sec—! wiirde g=9,78 m sec—2 giinzlich iiberwiegen.

Wenn wir noch, der Gleichung (9) entsprechend,

Ul —_yl=4U, U4+ yl=20U (11)

schreiben, so folgt aus (8), indem auch die Wellenlinge L= gaﬁ eingefiihrt wird:

o\ G149y @\, T (AT a7
c} U 40(AU+ )i (2)+4nﬁL. (12)

Um von der GroBenordnung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit einen Eindruck zu
bekommen, setzen wir zuerst die Grundstrome gleich Null. Mit 9=300° ergeben sich
dann die folgenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten als Funktion der Wellenlinge und
des Temperatursprunges:

c|_ 1440729 _ , 9,78 A9 - 84 e
c’}“ 2300 314 10 %L+ 12566300L 2.107°49 L £ 0,0509 V4O L.

Sie sind also annidhernd der Wurzel von A} L proportional. Nur fiir sehr groBe
Temperaturspriinge und lange Wellen braucht das erste Glied rechts mit beriicksichtigt
zu werden.
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Als Beispiel wihlen wir 49=1°; fiir L=1, 10, 107 10° 10* km ergeben sich dann
der Reihe nach die folgenden Werte:
c

,}=i1,6, +51, +161, +50,9, —0,2 + 161 msec !,
4]

Das Glied mit Q4 wird also bedeutungslos bei den in der Atmosphére vorkommenden
Werten von c¢. Die Wellen in einer horizontalen Diskontinuititsfliche zwischen zwei
unendlichen Schichten pflanzen sich also am Aquator anndhernd nach demselben Gesetz
fort, gleichgiiltig, ob die Erde rotiere oder stillstehe. Nur nahe am Labilititspunkt wird £,
eine Rolle spielen konnen, denn es ist dann nicht mehr erlaubt, die Glieder von kleinerer
GréBenordnung unter der Wurzel zu vernachliissigen.

Bei nichtverschwindenden Grundstrdmen werden die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
etwas modifiziert. Wenn die zwei Grundstrome von demselben Betrag, aber entgegen-
gesetzt sind, mit U'=U, U'=—U, also AU=2 U, U=0, so ergibt sich z. B.aus (12)

durch Division mit U:
clu 149 0,729 L V
__4dv DiaY 1942 _
} (2+ 514 10 U)_—l: 1+

clul 4300

9,78 49 L
12,566 300 U®

Die sich hieraus ergebenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten sind fiir verschiedene

L L

Werte von 49 und i in der Tabelle I zusammengestellt. Fiir kleine Werte von 49 e
ergeben sich also komplexe Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. Ist 4 9=5°und U=10msec 1,
der Windsprung also 20 msec™!, so wiirde eine Welle von der Linge 1000 km die

Fortpflanzungsgeschwindigkeit 113 m see—! haben.

Tabelle I.

I, 49
h 1 5 10

1 — 210241 — 810~ 40,997 | — 17.10—% £ 0,99 i
10 —-210-* 40,99 | —810—*4 0987 | — 1710—° £ 0,861
102 —210-%+0,86i | — 8103+ 0,551 +1.3
10° +1,8 + 85—10—*U | £50—210—*U
10% +50—210-*0U | +£11,83—10-°0U | £161—210—°U

°ly
’

g
} als Funktion von A ¢ und 7
c

U

§ 9. Die Wellenbewegung bei reellen Wurzeln der Frequenzgleichung.

Nachdem wir im vorigen Paragraphen die Frequenz der Schwingung in ihrer Ab-
héngigkeit von o und den fbrigen Parametern untersucht haben, kdnnen wir jetzt zur
Aufstellung der vollstindigen Integrale der Differentialgleichungen iibergehen.

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen miissen dann drei verschiedene
Fille unterschieden werden, je nachdem die zwei Wurzeln der Frequenzgleichung ver-
schieden, zusammenfallend oder konjugiert komplex sind. Die vollstindige Diskussion
der Integrale in diesen drei Fillen soll in diesem und den zwei folgenden Paragraphen
ausgefiihrt werden, indem wir zuerst mit dem Falle reeller Wurzeln anfangen.
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Es ist schon frither (8. 22) erwihnt worden, dal es dann zwei verschiedene Integrale
der Form (7, 5) geben wird, indem wir einmal die Wurzel B und die Amplitude Z, ein
anderes Mal 8" und Z' verwenden konnen. Eine allgemeinere Losung ist dann durch
die Summe dieser partikuliren Losungen gegeben.

In dieser Weise erhalten wir aus (7, 7) die folgende Gleichung der gestorten
Diskontinuitétsfliche, indem wir nur den reellen Teil des komplexen Ausdruckes behalten :

z=7cos(ex— B+ 2Z'cos(ax—p'D). 1)

Die zwei Partialwellen haben hier dieselbe Phase im Anfangsmomente t=0. Wir
konnen aber auch eine willkiirliche Konstante zu x addieren, und zwar kann dieselbe
einen verschiedenen Betrag in den zwei Summanden haben, ohne daB (1) dadurch auf-
héren wird, die Gleichung der Diskontinuititsfiiche darzustellen. In dieser Weise kann
dann, wenn erforderlich, ein Phasenunterschied zwischen den zwei Partialwellen auch fiir
t=0 zustandekommen. Der Einfachheit halber ziehen wir es aber vor, das Koordinaten-
system derartig festzulegen, daB der Phasenunterschied fiir ¢==0 verschwindet.

Die zwei Partialwellen haben verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, wodurch
das Profil der Grenzfliche (1), das durch Interferenz aus zwei einfach harmonischen Wellen
hervorgeht, einen mit der Zeit ziemlich komplizierten Verlauf aufweisen kann.

Sehr einfach gestalten sich aber die Verhiltnisse, wenn eine der Amplituden Z
oder Z’ gleich Null ist. Es bleibt dann nur ein rein sinusformiges Profil iibrig, das sich
mit unveriinderter Amplitude der x-Achse entlang fortpflanzt.

Sehr wichtig und interessant sind ferner die Fille, wo die zwei Amplituden entweder
gleiche oder entgegengesetzte Werte annehmen. Es sei z. B. zuerst:

zZ=27' (2)
Aus (1) folgt dann:

z=Z[cos(ax— pt)+cos(ax—p't)]=2 Zcos ﬁ_;ﬁ' t eos (ax—ﬁ—;ﬁ t). (3)

Diese Welle pflanzt sich in der positiven x-Richtung mit einer Geschwindigkeit
% (c+ ) fort, d. h. mit der rein konvektiven Geschwindigkeit. Die » Amplitude« 2 Z cos ﬂ—;:/lt

variiert zwischen den Grenzen 4+ 2Z; die Periode dieser Variation ist ausschlieBlich von
dem dynamischen Glied der Frequenz abhiingig. Wenn das konvektive Glied klein gegen
das dynamische ist, wird die Anderung des Profils mit der Zeit an die Schwebungs-
erscheinungen der Akustik erinnern.

Wenn wir in (8) t=0 setzen, so erhalten wir fiir die Anfangslage der Diskonti-
nuitidtsfliche:

Z;_o=2Zcosax.
Es sei nun ferner:
Z=—2027, 4)

wodurch aus (1)

z=2Z[cos (ax— 1) — cos (ax—pg'H]=2 Zsinﬂ;ﬁ’ tsin (a;\*ﬂ—zﬁ t) (5)

erhalten wird. Durch Hinzufiigung von geeigneten additiven Konstanten zu x und ¢ kann
diese Gleichung auf die Form (3) zuriickgefiihrt werden. DaB dieser Fall trotzdem Er-
wihnung verdient, rithrt daher, daB sich fiir =0 die Anfangslage z;-¢=0 ergibt. Der
Anfangszustand der schwingenden Diskontinuititsfliche fillt also in diesem Falle mit ihrer
Gleichgewichtslage zusammen.

Im folgenden werden wir wieder Z und Z’ als zwei voneinander unabhéngige Kon-
stanten betrachten. Aus (7,5) erhalten wir dann die zu (1) entsprechenden, allgemeinen
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Integrale der Differentialgleichungen in der folgenden, reellen Form, indem noch mittels
(7, 8) die Amplitude Z anstatt C als willkiirliche Konstante eingefithrt wird:

W= (f—aU)Ze*Zcos(ax—pt)+(p'—aUY) Z e*Zcos(ax—p't)
w' = (f—aU)Zesin(ax—pO)+(f'—aU)Z e ?sin{ax—f't)

pl= dle—U)B—alU+29y Ze*?cos(ax—ft)+
4+l (¢ —UNY(B—aU'+20y) Z'e*?cos (ax— f't), (6)

ull— —(8—a UM Ze *Zcos(ax—pt) — (B’ —a UN) Z'e~“%cos (ax— f' )
wl= (f—aUN)Ze “’sin(ax— 1)+ (' —aUY) Z'e~*Zsin(ax— ')

pl=—¢l(c— UM (f—a UN—2 Qy) Ze~*Zcos (ax — f1) —
— e — UM (' —a UL —2Qy) Z' e~ *Zcos (ax— ).

Die durch diese Ausdriicke definierte Bewegung ist wirbelfrei.
Um die Einzelheiten bei dieser Wellenbewegung besser klarlegen zu konnen, be-
stimmen wir zuerst die Stromlinien. Die Gleichung derselben ist durch

udz—wdx=0
gegeben. Durch Einseizen der Ausdriicke (6) und Integration folgt hieraus fiir eine
beliebige Zeit £:
[(c— UY) Zeos(ax— fB)+(c' — U') Z'cos (ax— p' )] e =TT,

[(c— U™ Zcos(ax—pH+(c'— UM Z'cos (ax— ' ] e~+2= WL, (D

Es ist hier ¥ die Stromfunktion, die durch

R4 i R
u=-—, w=—-—
oz ox
gegeben ist. Lings einer Stromlinie ist ¥ konstant. Das Aufzeichnen des Stromlinien-

feldes erfolgt am einfachsten durch graphische Addition der zwei Partialfelder:
(c—U)Zcos(ax—/ft)ei“z und (d—U)Z'cos(ax—p't) ei“,

worin sieh (7) zerlegen 1dB8t. Die Aquiskalarkurven dieser Felder haben die vertikalen
Geraden ax=(k+1)a+pt, bezw. ax=Fk+ 3 a+p't (k ganze Zahl)
als Asymptoten. Sie erreichen dieselben fiir z = (Schicht I), bezw. z= — o (Schicht II)
und haben ihren tiefsten, bezw. hdchsten Punkt an der Mittellinie zwischen zwei an-
einandergrenzenden Asymptoten. Sie haben simtliche dieselbe Form; durch Verschiebung
Iings der z-Achse werden sie deshalb ineinander iibergehen koénnen.

Ferner kann aus (6) die Bahn bestimmt werden, die ein Teilchen wihrend der
Wellenbewegung beschreibt.

Aus der Gleichung der Bahn (4,11) erhalten wir fiir die zwei Massen, indem wir
die Komponentengleichungen verwenden:

IL IT
(8
A LA oz 2l _

ot ox at dx

Durch Integration dieser partiellen, inhomogenen Differentialgleichungen erster Ord-
nung ergeben sich Ausdriicke fiir al—al, zl—2z) usw, wo xf, zl,--. die Koordina-
ten des Teilchens in seiner ungestorten Lage bedeuten.



30 H. SOLBERG Geof. Publ.

Mit den Geschwindigkeitskomponenten (6) erhalten wir dann:

xt —xl = —Ze*?sin (ax—pH—Z'e?sin(ax—pf't)
28—zl =  Ze*Zcos(ax— B + Z'e*Zcos(ax— B'1), ©)
Ml —axll= Ze *Zsin(ax—B1) + Z' e *Zsin(ax— B’ D
zH——ng = Ze *Zcos(ax—pBO) + Z' e *Zcos(ax— B’ D).
Hier fiihren wir Polarkoordinaten ein, indem wir schreiben:
xt—xl=rlcos ¢! Xl — xll=rl ¢og T (10)
zl —zl =rIsingl, 2 — zll— Pl gin 1.

Durch Elimination von ¢!, bezw. ' aus den Gleichungen (9) ergeben sich dann:

I-IZ :eQaz[Z2+Z'2+2zzlcos(/3wﬂ/) t]

12 = g=2¢2[ 724 72497 7" cos (B— B') 1] . (12)

Der Radiusvektor variiert also zwischen den Werten:
etez|Z+7'|  wd = eFTer|z—2z|,

wodurch die Orbitalbahn eines Teilchens in einem ringformigen Gebiete verlaufen muB:
die eben angegebenen Werte von r stellen die Radien der begrenzenden Kreise des Ge-
bietes dar. Diese werden mit der Entfernung von der Diskontinuitétsfiiche exponentiell
abnehmen. Die Zeit zwischen zwei nachfolgenden Beriihrungen der Bahn mit einem

2n gegeben
p—F 8

Durch Elimination von r%, bezw. ril aus den Gleichungen (9) erhalten wir ferner:

begrenzenden Kreise ist durch =

Zsin(ax—pt)+ Z'sin{ax—p't)
Zcos(ax—pt)+Z cos(ax—p 1)’

cotg ol = —cotg 1= — (12)

Aus (11) und (12) kann die Gleichung der Orbitalbahn, in Polarkoordinaten r und g
ausgedriickt, durch Elimination von f erhalten werden. Da das Resultat ziemlich kom-
pliziert erscheint, ziehen wir es aber vor, die Gleichung in der obigen Form, mit ¢ als
Parameter, zu behalten. Selbst in dieser Form wird aber die Bestimmung der méglichen
Bahnformen in ihrer Abhingigkeit von den aufiretenden Parametern ziemlich mithsam
werden.

Es gibt aber auch einen anderen Weg zur Durchfiihrung dieser Diskussion, wobei
wir direkt von den Gleichungen (9) ausgehen kénnen ohne den Umweg um die Gleichungen
(11) und (12) zu machen. Zu dem Zweck fithren wir zuerst ein neues Koordinatensystem
ein, das die Bewegung des Grundstromes mitmacht, und bestimmen nun die Orbitalbahn
der Teilchen relativ zu diesem Koordinatensystem. Auf der rechten Seite von (9) miissen
wir dann x durch x'+ Ul¢, bezw. x4+ UTt ersetzen, wo xI, bezw. xII die neue Koordi-
nate darstellt. Aus (9) folgt ferner, daB bis auf kleine GroBen zweiter Ordnung %, z! und
x', 2T durch die Koordinaten xf, zy und xf', zil der Teilchen in ihrer Gleichgewichts-
lage ersetzt werden koOnnen.

In Fig. 1 stellt xOz das feststehende und x! 0!z das vom Grundstrom U mit-
gefithrte Koordinatensystem dar, wobei O O'=U'¢ist. Ein Teilchen befindet sich wiihrend
der Storungsbewegung in A (x',z?), seine Gleichgewichtslage ist A,(xf,z}). Die durch (10)
definierten Polarkoordinaten sind dann: rl=A4, 4, ¢l= Winkel zwischen O'x! und 4,4.
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Durch Einfiilhrung der HilfsgroBSen:

i i (a3t TV bazl - i(f—a UT) £
1'} :IE 61‘7’1 —Ze (“3‘04-2 )+a20 i(f—a UT)
il (ax0+—)+azl i(p—aUT)t
rl =rle
2 2
1T T SEEA Y . S PPN, (13)
I‘H—rne (”1__ Ze 1('”‘0 2) azy +i(f—a UMt
i op 11 i IT_"\_ i (g —aUI £
1';?:1“;16“7)2 = Z'e 1(”0 2) azgt 4 (f —aUM)
lassen sich dann die Gleichungen (9) in der folgenden Vektorform zusammenfassen :
Il _ :
ri=ritr,  rl=nitnh (14)

Die Gleichungen (13) stellen nun, wenn wir z. B. die Masse I betrachten, zwei
Kreisbewegungen dar. Die Radien dieser Kreise sind durch r,=|Z Ie‘”o und r,=|Z’ |e“Z
und die Winkelgeschwindigkeiten der Bewegungen durch — (f—a UY und —(B'—a UM
gegeben. Die Interpretation der Gleichungen (14) wird dann sehr einfach erscheinen.
Das Teilchen bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit in einem Kreise herum, dessen
Zentrum wiederum eine gleichformige Kreisbewegung um den Punkt (xf, z) ausfiihrt,
wobei die Radien der Kreise gleich I‘I und rz sind. Der Abstand r! des Teilchens vom Punkte
(%}, 2) wird dann immer durch rI—I— ri gegeben sein, wie es mnach (14) gefordert ist.

Wie es aus der ebenen Geometrie bekannt ist, wird dann das Teilchen eine Epizy-
Ekloide beschreiben. Wie schon angegeben, wird diese Kurve natiirlich zwischen den zwei
Kreisen vom Radius e“%|Z+ Z'| und e*%|Z—Z'| verlaufen miissen.

Auch for die Masse II ergeben sich analoge Resultate; bemerkenswert ist es aber,
daB die zwei Winkelgeschwindigkeiten hier durch f—a U™ und g'—a U™ gegeben sind.

Fig. 2. zeigt eine solche schleifenformige Epizykloide, die von dem Punkte P be-
beschrieben wird, wenn sich derselbe in dem voll ausgezogenen Kreise um A bewegt,
wihrend A gleichzeitig eine Bewegung in dem anderen voll ausgezogenen Kreise um O
ausfithrt. Als Verhiltnis der Radien und der Winkelgeschwindigkeiten bei diesen Partial-
bewegungen sind die Werte 2:5 und 4:1 gewihlt worden. Die Radien in den, die Epi-
zykloide berithrenden, gestrichelten Kreise sind durch die Summe und die Differenz der
Radien der voll ausgezogenen Kreise gegeben. Der Radiusvektor des Teilchens édndert
sich periodisch; mit der getroffenen Wahl der Konstanten ist die Periode mit einer Um-
drehung des Radiusvektors von 125° verbunden. Die Bewegung in den zwei Partialkreisen
hat hier dieselbe Umlaufsrichtung, was aber nicht immer zutreffen wird, da f—oa U und
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B'—a U sehr wohl von entgegengesetztem Vorzeichen sein konnen. Es wiirden dann
andere Formen der Epizykloide aufkommen. So kénnten z. B. durch geeignete Wahl der
Konstanten wellenformige, anstatt schleifenformige Kurven erhalten werden.

Es ist beachtenswert, dafl die Frequenz in den letzten Formeln nur in der Relation
f—oaU auftritt, die wir die Orbitalfrequenz nennen werden. Entsprechend wird nicht
2 2
Fn’ sondern die Orbitalperiode T'= ﬁ—jg—ﬁ die fundamentale GrofBe
sein, deren Wert als Charakteristikum der vorkommenden Bahnkurve dienen kann. Wir
werden weiter unten Ofters die Gelegenheit haben, diese Tatsache konstatieren zu kénnen.

Die Umlaufsrichtung eines Teilchens in seiner Orbitalbahn kann aus der Winkel-

die Wellenperiode T =

d
geschwindigkeit F—(f des Teilchens bestimmt werden. Diese ergibt sich durch einfache

Rechnung aus (12), indem wir uns erinnern, daB die individuelle Zeitdifferentiation ﬂ

dt
durch %—I—Ulaix, bezw. 58_1‘+ Una—i—c ersetzt werden muB. Es folgt dann:
Aol _ (BB 1\ f—F (Z+2)Z—%)
dt 2 2 Z°+Z"7+2ZZ cos(f—p)t
, (15)
delt (BB ), BB (@+Z)Z—2)
dt 5 2 Z°+Z° 1227 cos(—p)t

Das erste Glied rechts in diesen Ausdriicken stellt die rein konvektive Orbital-
frequenz dar, widhrend die dynamische Frequenz im zweiten Gliede vorkommt. Nur fiir

die wellenformigen Bahnkurven ist die Umlaufsrichtung durch das Vorzeichen von %i;
eindeutig gegeben. Fiir die schleifenformigen Kurven wird die Bestimmung der Umlaufs-
richtung etwas komplizierter; wir kénnen aber darauf nicht niher eingehen.

Bemerkenswert ist die groBe Vereinfach_ung, die die Gleichungen (15) fiir Z=2’ oder
Z=—12" aufweisen, in welch letzterem Falle die Anfangslage der Fliche fiir #=0 durch
die Gleichgewichtslage gegeben war. :

Auch der Fall, wo eine der Amplituden Z oder Z’ verschwindet, verdient nihere
Beachtung. Von den zwei Teilbewegungen in (14) bleibt dann nur die eine librig, die
Bahn eines Teilchens wird also kreisférmig. Seine Winkelgeschwindigkeit ist durch
—(f—aU") oder —(p'—a UY), bezw. f—a U™ oder p'—a UM gegeben, d. h. durch die
Orbitalfrequenz eindeutig festgelegt.

§ 10. Die Wellenbewegung bei Doppelwurzel der Frequenzgleichung.

Wir haben schon 8. 22 gesehen, daB im Falle einer Doppelwurzel der Frequenz-
gleichung nur ein einziges Integral der Form (7, 5) erhalten werden kann. Die Theorie
der linearen Differentialgleichungssysteme lehrt uns dann, wie ein zweites, linear unab-
hingiges Integral gefunden werden kann.

Setzen wir fiir einen Augenblick voraus, daB die zwei Wurzeln nicht vollstindig
zusammenfallend sind, indem sie z. B. durch f+% und f—# gegeben seien, wo 7 eine
kleine GroBe ist, und lassen wir dann nachtriiglich 4 gegen Null konvergieren, so erhalten
wir eine Doppelwurzel # der Frequenzgleichung.

Mit diesen Werten der Wurzeln ergibt sich nun fiir die gestdrte Diskontinuitiits-
fidche, indem wir vorldufig die komplexe Schreibweise verwenden:

Z:(Ze—i1]t+z’ei7]t) ei(u.\'—ﬂt)'
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Durch Entwicklung des Ausdruckes in der Klammer nach steigenden Potenzen von

n ergibt sich hieraus: )
z={(Z+Z)—in(Z—Z" t+.. |ellex—FD,

wo die angedeuteten Glieder Quadrate und hohere Potenzen von # enthalten. Schreiben
WIr nun: Z—{—Z':Z

—in(Z—Z")=W,
wo Z und W die neuen, willkiirlichen Konstanten darstellen, und lassen wir 1 gegen

Null gehen, so folgt: — .
. z=(Z+ Wt) elex—£0,

Diese Gleichung der Diskontinuitdtsfliche erscheint also als Summe von zwei linear
unabhingigen Integralen mit zwei willkiirlichen Konstanten, und stellt folglich das all-
gemeine Integral dar.

In derselben Weise ergeben sich fiir die Koeffizienten von eT¢Z¢i(«X—£0 in den
Gleichungen (7, 5) und (7, 5'), wo mittels (7, 8) C durch Z ersetzt worden ist:

B+y—al)Ze 1+ (B—n—al) Z'e"—> B—aU) (Z+ WD +iW,
Brn—alU)(B+n—aU£29) Ze "+ (B—n—alU)(B—n—alU £ 202y Z &>
S>B—alD)B—aU+202) (Z+WH+2(B—al £ Q)i W.

Indem nun das Zeichen »Uberstrichen« {iber Z weggelassen wird, erhalten wir die
folgenden Gleichungen:

fiir die gestorte Grenzfliche:
z=(Z+ Wt ellex—FD (1)

fiir die Wellenbewegung in den zwei Schichten:

W= [(f—aUY(Z+ WDH+iW]es? elex =50

w! =—i [(B—aUY)(Z+ Wi +iW]ereilex—#0 o

pl= e [c—UYB—aU+20)(Z+Wt+2(c— U+ f)iW]e"zei“‘x‘/”), @)
ull=— [B—aUM(Z+WH+iW]e22ellex—£D

wl=—i [(f—a UM (Z+ W) +iW]e 2 ellax—p0 0
pl=—l[(c— UM (B—aUr—20)(Z+WH+2(c— UH—Fy)iW] ez gllax—F0,

Das partikulare Integral mit der Amplitude Z stellt eine ungedimpfte Wellen-
bewegung dar, die sich genau so wie die in dem vorigen Paragraphen behandelte
Bewegung verhilt., Das andere partikulare Integral hat dagegen eine mit der Zeit
unbegrenzt anwachsende Amplitude. Im Falle einer Doppelwurzel der Frequenzgleichung
wird sich folglich die betrachtete Grundstrdmung in Labilitdt befinden.

Beide Partikularwellen pflanzen sich mit derselben, rein konvektiven Geschwindigkeit
fort, die folglich auch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der interferierenden Welle wird.

Die zwei willkiirlichen Konstanten sind voneinander unabhingig. Um die Bedeutung
derselben klarzumachen, setzen wir zuerst in (1) {=0. Es ergibt sich dann:

Zt:():Zeiax. (3)

Z ist also die Amplitude im Anfangsmomente £=0. Soll zu dieser Zeit die stationiire
Grundstrdmung vorliegen, so mul Z=0 gewihlt werden. Damit die Bewegung nicht fiir
alle Zeiten gleich Null sein soll, muf dann die Konstante W in (1) von Null verschieden
sein. Diese Konstante W wird die im Anfangsmomente ¢=0 herrschende Anderungs-
geschwindigkeit der maximalen Erhebung der Fliche iiber ihrer Gleichgewichtslage

3
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darstellen, wenn diese Anderungsgeschwindigkeit relativ zu der bewegten Fliche gerechnet

d
wird. Wird diese Geschwindigkeit mit _(—iit bezeichnet, so ist nédmlich:

dz 9z oz

Aus (1) folgt dann:
d_Z o iax
(@), = e @

Ist W=0, hat die Diskontinnitdtsfliche ein einfaches, sinusformiges Profil, das auch
fiir alle Zeiten bestehen bleibt.
Wir wollen auch die Integrale (1) und (2) in reeller Form aufschreiben; sie lauten:
z=(Z+W#¥ cos (ax—ft),
ul = [(B—aUD(Z+ W) cos (ax— pt) —Wsin (ax— f1)] e*2
wl = [(B—aUN(Z+ W0 sin (ax— ft)+ Weos (ax— )] e*2
pl=e[(c—UHY(B—aUl+2 Oy (Z+Witecos(ax—pt)—

——2(0— Ul+ %)Wsin (ax—pBhHle*2, (B)

ull=—  [(B—aUN)(Z+ W) cos (ax— 8 — Wsin (ax— O] &%
wil= [(f—a UM (Z+ WD) sin (ax— 1)+ Weos (ax— )] e 2
pl=—ct[(c —UN)(B—aUT—2 Q) (Z+ W1 cos (ax— ) —

—2(0— UII*—%)Wsin (ax—pB]e =,
Fir die Gleichung der Stromlinien ergibt sich hieraus (s. S. 29):

é {(ﬁ*a U (Z+ Wb cos (ax— 1) —Wsin (ax——ﬁt)] e z=pl
(7
é [(ﬁ“‘(l UII) (Z+ W) cos (aﬂx—ﬂt)—Wsin (ax—-ﬁt)} e~ "Z— yjII;

die Stromfunktionen kdénnen hier in zwei #hnliche Partialfelder, deren Phasenunterschied
gleich 90° ist, zerlegt werden.

Die Orbitalbahn bestimmt sich aus den Geschwindigkeitskomponenten (6) nach der
in dem vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Methode. Indem wieder die Polar-
koordinaten (9, 10) eingefiihrt werden, ergibt sich:

rl cos 9! =—(Z+ Wt)e** sin (ax— 1)
rl sin ! = (Z+ Wt)e*? cos (ax— fBt),
rtcos pf= (Z+ Wt)e "% sin (ax— 1)
rlIsin p'= (Z+ Wt)e % cos (ax—ft).

Wenn auch hier, wie im letzten Paragraphen, x durch x}+ U'¢, bezw. x[I+ U™t
und z durch z{, bezw. zJ' ersetzt werden, so folgt aus diesen Gleichungen, indem Z und
W positiv vorausgesetzt werden:

r'=(Z+ Wb e?] ri=(Z+ Wt ez, 9)

8)

pl=ax]+ 5 —(—alNt pl=—axfl+ T +(—alUt. (10)

Aus den Gleichungen (9) ist das unbegrenzte Anwachsen des
Radiusvektors mit der Zeit zu ersehen; die Bahnkurve wird folglich
eine Spirale, in Ausnahmefillen eine Gerade sein. Durch Elimination
der Zeit aus den Gleichungen (9) und (10) kann die QGleichung
dieser Spirale in Polarkoordinaten ausgedriickt werden, wodurch wir

erhalten:
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W ez
iy = g (0 ),
(11)
1T 11 We (])I II II
r—ry= ﬂ___aUII((p _(p())'

1y, ¢, sind dabei die Anfangskoordinaten des Teilchens fiir #=0.
Fir r,=0, d. h. Z=0, wird die Kurve eine archimedische Spirale; die Anfangslage
ist dann durch die stationdre Grundstromung gegeben. Fir Z+ 0 windet sich die Spirale
e T ez 1
| F—al)] 5
Die Umlaufsrichtung in der Spirale ist durch das Vorzeichen von —(8-—aUJ),
bezw. f—a U™ gegeben. Aus den Werten (8, 6) von a und S bei Doppelwurzel der
Frequenzgleichung berechnen sich nun leicht die folgenden Ausdriicke:

—20Q, U+ (g—2 Q, UH)Z}

um den Kreis vom. Radius r(,:Zeiazo. Siehe Fig. 3, wo gewdhlt ist.

S b1 I
e Uy =— 5 8 ), U Ve (g
(B—a ) 2 L(UT UII){g 2y *

81+8H

pratt o {g—my Ut + VSI(9_2 QU +e(g—2 0y UII)Q}.

= 5N (uT_oT T el

Wenn wir bloB positive Werte von o beriicksichtigen, soll hier allein das positive
Vorzeichen vor der Wurzel verwendet werden.

In der Atmosphire, wo g)) 2 £, U ist, ergibt sich folglich dieselbe Umlaufsrichtung
in beiden Massen. Sie ist durch das Vorzeichen von UI— UH gegeben, da ¢I— 11 >0
vorausgesetzt werden kann.

§ 11. Die Wellenbewegung bei konjugiert komplexen Wurzeln der Frequenzgleichung.

Es seien B=PB,+1B,, B'=p,—ip, (1)

die zwei konjugiert komplexen Wurzeln, wo B, immer positiv vorausgesetzt werden kann.
Die Gleichung der gestérten Grenzfliche wird dann durch die Summe von zwei Gliedern
der Form (7, 7) gegeben, indem einmal § und Z, ein anderes Mal ' und Z' als Kon-
stanten gewihlt werden:

z=(Z eh '+ Z'e Fsl) e eXx— D) (2)
Die Anfangslage dieser Grenzfliche zur Zeit =0 ist bei vorgegebenen Werten der
zwei GroBen . nd dz _ [az . 3z
= (dt o Bt Toxf,

(s. 8. 34) eindeutig festgelegt. Denn aus (2) folgt nimlich:
Ztey = (Z+ Z') eloX
dz .
= =8, Z_Z’ lax’
(0F) = 1800

und wenn die GroBen links bekannt sind, ergeben sich hieraus die Werte der willkiir-
lichen Konstanten Z und Z'.
So erhalten wir z. B., wenn zt—o=0 sein soll, d. h. wenn im Anfangsmomente eine

ungestorte Grenzfliche vorliegen soll:

3)

Z+Z'=0;

(8) gibt dann: dz

) - — 9 fax
~ (@)= 2 e

withrend sich die Gleichung der gestorten Grenzfliche auf
z==2 Z sinh §,t e!**¥~ 51D (4)
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reduziert. Die Amplitude der schwingenden Fliche wichst folglich in diesem TFalle
unbegrenzt mit f.

d .
Wenn andererseits z;—oF+0 und (d—j) = 0 sein soll, so folgt aus (3):

t=0
Z—Z7Z'=0,
wodureh (2) ergibt: .
z=2 Z cosh B,t el@*—F#1 (5)

also wieder Anfachung der Schwingung. .
Dampfung wird nur fiir Z=0 vorkommen konnen. In diesem Falle wird nimlich:

Z:Z’e—ﬂgt e“ax_ﬁl t)’

und dieser Ausdruck geht mit unbegrenzt wachsendem f gegen Null, da f, >0 voraus-
gesetzt worden ist. '

In diesem Falle ergibt sich aus (3):

: dz ;
Zt:():Z’eIax, (_) :_ﬂgz’elax,
. dt =0

woraus
dz

ﬂg Zt=0 + <_) =0
dt ).,

erhalten wird. Nur wenn diese spezielle Relation zwischen den zwei Parametern z;-¢ und

d
(c—i%) erfiillt ist, wird eine gedimpfte Wellenbewegung aufkommen konnen. Jede andere
=0

Relation zwischen den zwei Parametern mufl dagegen zu Anfachung AnlaBl geben.
In reeller Form lautet die Gleichung der gestorten Grenzfliche (2):
z = (Zeh!'+Z'e ) cos (ax—p, D). (6)

Die entsprechenden Integrale der Form (7, 5) lauten:

ul = [(B,—aUY (Zeht+Z'e ) cos(ax—pB, t)— B, (Zetr!—Z'eFa Yy sin (ax—f, )] e*2
wh = [(By,—aUD)(Zeh !+ Z'e Py sin (ax— B )+ B, (Zehr'— Z'e=F2!) cos (ax— B, 1)] 62
Pl =€ [(c,—UD) (B,—a U2 Q) —c, B, ] (Zefa T+ Z'e ) cos (ax— B, 1) % —
—e&l 2¢,(8,—a U+ Qy) (Zebr'—Z'e Al sin (ax—f, ) 2,

ull =—[(8,—a U™ (Zefr 14+ Z'e Fr ) cos (ax— B, )— B, (Zele '— Z'e~Fa by sin (ax—pB, t)] e~ 2
wl = [(B—a UM (Zeh '+ Z'e h ) sin (ax—p 1)+ B, (Zefrt—Z'e 2 ?) cos (ax—B, )] e 7
plt=—eT[(c, — UM (B, —a UMN—2 Qy)—c, 8,] (ZeFr 1+ Z'e=Fst) cos (ax—B, 1) 6% +

+ 1 2¢, (8, —aUl— Q) (Zebe '—Z'eF2 ) sin (axx—p, ) 2.

Aus diesen Ausdriicken fiir die Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich die
folgenden Gleichungen der Stromfunktionen:

H“f’l_“ UY) (Z 6!+ Z'eFa?) cos (ax— f, ) — B, (Z k' —Z'e~F2 ) sin (ax— B, t)} gz =1,

1 ,
- [(ﬂl—aUn) (Z b+ Z'e~Fat) cos (ax— B, t) — o (Z eFrt—Z'e P2ty sin (aox— B, t)} e 2= PIT

Wie im vorigen Paragraphen, ist auch hier der Phasenunterschied der zwei éihn-
lichen Partialfelder links gleich 90°. Die Stromlinien konstruieren sich dann leicht durch
graphische Addition.

Q)

(8
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Ferner kann die Orbitalbewegung nach der ublichen Methode aus (7) bestimmt
werden. Durch Anwendung der in § 9 eingefiihrten Polarkoordinaten und des von dem
Grundstrom mitgefithrten Koordinatensystems xTO0lzI (s. Fig. 1, 8. 31) lauten diese
Gleichungen:

L cos ol = —(Zeba!+ Z'eat) %% sin [axl — (B, —a UL ) 1]
L sin gl = (Zeh i+ Z'e Fit) 2 cos [axi —(B,—alUl){],

9
M eos pll=  (Zeh!+Z'e ) e %" sin [aall— (B, —a U™ {]
sin pl= (Zeht+ Z'e "t e 25 cos [axll— (B, —a UMD {].
Unter der Voraussetzung, da Z+Z' =0 ist, folgt hieraus:
rl=(Zeht+Z'e ) "% Me=(Z ek !+ Z'e e o2y (10)
(])I:ax(1)+g—(ﬂ1~aUI)t '(/)H:—axgl-l-g--l-(/?l—aUH)t. (11)

Die Gleichungen (10) geb'en uns das Gesetz, nach welchem der Radiusvektor eines
Teilchens mit ¢ gegen Unendlich geht (flir Z$0); sie zeigen auBerdem, daB der Radius-
vektor, wie frither, mit der Entfernung von der Diskontinuitatsfliche exponentiell abnimmt.
Elimination von ¢ aus (10) und (11) gibt uns die Gleichung der Bahn, in Polarkoordinaten
ausgedriickt. Sie lautet:

By (@' = o) By = b

= {Ze_ p—aUl +2Z'€ 5 —otl Jeazé,

12)

—azll
0 .

Bl — ‘I%I) B, (P~ fpgl)
M= {Ze B —oll +Z'e” g ot J e

Der Radiusvektor eines Teilchens kann folglich als
die Summe von zwei Grofen betrachtet werden; jede von
diesen ist Radiusvektor in einer logarithmischen Spirale.
Mit wachsenden Werten von ¢ nimmt die eine GroéBe zu,
die andere ab.

Fig. 4 zeigt eine solche spiralférmige Bahnkurve, aus
zwel logarithmischen Spiralen zusammengesetzt, die im An-
fangsmomente durch die Punkte A und 4’ hindurchgehen.
Als Verhiltnis der Radien derselben ist im Anfangsmomente

B 1 Fig. 4.
2:5 gewidhlt worden, mit m =T
1

Ist die eine Amplitude Z oder Z' gleich Null, wird die Bahn des Teilchens eine
logarithmische Spirale.

Fir Z =—Z', wobei der Anfangszustand die ungestorte Grundstromung ist, erhalten
wir aus (12): )

| Bl —gp) J i
I‘I =2 Z sinh tw e %y,
=2 Z sinh [EM} gazll
131 —a LYII i

also wieder eine spiralférmige Bahn.

Die Gleichungen (11) sind mit (10, 10) identisch. Wie dort, ist auch hier die
Umlaufsrichtung des Teilehens in seiner Orbitalbahn durch das Vorzeichen von — (8, —a UY),
bezw. 8, —a UL gegeben.
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Bei zwei konjugiert komplexen Wurzeln der Frequenzgleichung ergeben sich nun
nach (8, 4):
ael (UI — UH) + —Qy (SI_ SII)

—(py—alh) = PR

und
_ad (U — U —Qy (L — 1)
= Lt ol J
wihrend fiir den Radikand von (8, 4) die Ungleichung

— a2 (T — UH) 24 ¢ (el — D) [(g—2 2y Y+l (g—2 2y U]+ !2y2 (—ehy2 <0
bestehen mufl. Wegen der zwei obigen Gleichungen kann nun diese Ungleichung in
der Form:

pr—a o

P past

|

— (:81 — UI) (ﬂg —a UH) > a m [g— .Qy (UI + UH)]
geschrieben werden. Da die rechte Seite fiir atmosphirische Verhéltnisse positiv ist,
(fiir @ > 0), ergibt sich folglich immer dieselbe Umlaufsrichtung in beiden Massen. Das

Vorzeichen derselben ist durch dasjenige von U'— U™ gegeben.

§ 12. Endliche Schichtdicken.

Die Resultate der letzten Paragraphen lassen sich mit geringer Modifikation auf
den Fall ausdehnen, wo die zwei Schichten nicht mehr den ganzen Raum erfiillen,
sondern von zwei starren, horizontalen Ebenen im Abstande A! und AU von der Diskonti-
nuitdtsfliche begrenzt sind. Wie frither, sollen die Schichten unendliche Ausdehnung in
der x-Richtung besitzen. In der y-Richtung koénnen sie entweder unbegrenzt oder auch
von zwei vertikalen Ebenen begrenzt sein. Die Bewegung erleidet niimlich keine Anderung
durch die Einfithrung dieser vertikalen Grenzflichen, denn sie findet nur in der xz-Ebene
statt, wodurch die Grenzbedingung an einer vertikalen Fliche immer erfiillt ist. Die
Fliissigkeitsmassen sind also in einem unendlich langen, rechteckigen Kanal von beliebiger
Breite und von der Hohe h'+ h''=H eingeschlossen.

Die Grundstréomung soll dieselbe wie in den vorigen Paragraphen sein. Die Storungs-
gleichungen (6, 3) behalten auch ihre Giiltigkeit; dasselbe mub dann .auch mit der all-
gemeinen Losung derselben (7, 4) der Fall sein.

Zu den Grenzbedingungen an der Diskontinuitétsfliche kommen hier noch die Grenz-
flichenbedingungen an den starren Flichen z=— k! und z=h!" hinzu. Nach der Gleichung
(4, 6) mufl nun an einer horizontalen Fldche z=h die Vertikalgeschwindigkeit verschwinden.
Aus dem Integrale (7, 4) ergibt sich aber, wenn C"=0 gesetzt wird:

wz:h:(oeah+ C’ e—ah) e]((lx -8 t);
wegeh des Verschwindens dieses Ausdruckes folgt dann, indem wir zur Abkiirzung die
neue Konstante _ :
C=2Cet=—2(C e h
einfiihren und zukiinftig wieder C anstatt C schreiben:
u=iCcosha(z—h) e/@xF0
w= Csinha(z—h) el©@*-FD (1)

= ﬂ[(ﬂ—a U)cosha(z— h) + 2 Qysinh a(z—h)] el @ *-F1),

Fiir die Konstanten C, h sollen in der Schicht I die Werte (!, — k! und in der
Schicht II die Werte O, ' genommen werden.
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Mit diesen Integralen ergibt sich fiir die Gleichung der gestérten Grenzfliche,
vgl. (6, 4):

—[g (e — D) —2 Qy (L UT— L UM)] z + é {! C*[(f— o UY) cosh a B+ 2 Qy sinh a B —
— e O [(B— a UM) cosh a AN — 2 Qy sinh a hU]} e/ X~£ D=0, (2)
oder, durch Einfithrung der Amplitude der schwingenden Fliiche:
z=Zell0x-80 , (3)

Aus (3) und den Grenzflichenbedingungen an der Diskontinuititsfiiche (6, b) ergibt
sich ferner:
C' sinhah! =—i(f—aU')Z,

(Usinhoa A= i(f—aUN)Z. @

Werden diese Werte von C! und CU in (2) eingesetzt, so folgt, unter Beriick-
sichtigung von (3):

e (B— a UY?cotgh a k1 + 1 (8 — a UM)? cotgh a AL — (I — M (ag—2 £248)=0. (b)

Diese Gleichung ist eine Verallgemeinerung der Frequenzgleichung (7, 9). Lassen
wir ndmlich in (5) h! und R gegen Unendlich gehen, so wird sich der hyperbolische
Kotangens dem Werte 1 ndhern, wodurch wir auf die Gleichung (7,9) gefiihrt werden.

Nach § aufgelost, ergeben sich aus (5) wieder zwei Werte:

B\ _ a(dd UT 461 all U1 — Q) (T — &)
/3/ - SI CII+ SH aII i

PN TN 1 aI—I—l Tl V— Pl e a (U — UB) +ale— D) [l al (g—2 QyUY +Mall(g— 20, U]+ 05 (T — )2,
& &

wo wir zur Abkiirzung:
cotgha hl=dl, cotgh o Fll=qll,

gesetzt haben. Je nachdem der Ausdruck unter der Wurzel grofier, gleich oder kleiner
als Null ist, hat (5) zwei verschiedene reelle, zwei zusammenfallende oder zwei konjugiert
komplexe Wurzeln.

Wie es in § 8 fiir den Fall von unendlichen Schichtdicken ausgefiihrt worden ist,
konnte auch hier das Vorkommen dieser drei Félle in ihrer Abhingigkeit von den Werten
der auftretenden Parameter untersucht werden. Wir miissen uns aber auf die Behandlung
eines Spezialfalles beschriinken, wobei die Frequenzgleichung eine groBSie Vereinfachung
erleidet.

Es ist dies der Fall von sehr diinnen Schichten. Dann kann nimlich der hyper-
bolische Kotangens in (5) nach Potenzen des Argumentes entwickelt werden, indem

1 (ah)?
cotghah—ah{l 3 + ]
ist. TFir sehr kleine Werte von h konnen wir uns auf das erste Glied in dieser Reihen-
entwicklung beschrinken und erhalten dann aus (5), indem f=ac eingefiihrt wird:
I R
1 (c—UH* + i (e— UM —(f—e) (g—202y0)=0. (5')
Da a hier nicht mehr vorhanden ist, wird die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von
Wellen in seichten Schichten von der Wellenlinge unabhingig sein.
Durch Aufldsung der Gleichung (5') nach ¢ ergibt sich ferner:
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F,I UI 8[1 UII

o\ _ B T Tpr Sl
- +
’} £I EII -
B

1 I II II
+ HV hIhH(U — U (d —sII)[—(g-—2QJUI)+ (g 20y UM |+ Q51 —e)?.

& &
T
Fiir den Fall von einer einzigen diinnen Schicht, d. h. é¥==0, reduziert sich dieser
Ausdruck auf:

Z}ZUI—.-QghI;{:V(g—QQy UI).hI"{'!)y?I'lIz.

Fir U'=0Q,=0 ergibt sich hieraus die Lagrange’sche Formel fiir die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit von Wellen auf seichtem Wasser.

Wenn zwei Schichten vorhanden sind, werden wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
nur in dem meteorologisch interessanten Fall eines kleinen Dichteunterschiedes an der
Diskontinuitidtsfiiche nédher untersuchen.

Bei einem kleinen Temperatursprung A+¢ kénnen wir nun
I_8<1+ ﬁ) H*g(l—ﬂ)
29 29

setzen (s. § 8, Formel (7) und (10)) und erhalten dann, wenn noch die kleinen Glieder
mit £y unter der Wurzel vernachliissigt werden:

C‘ - UIhII -+ UH hI A9 R hII (UI— UH 0 )
O pyRI y

cf Kt Bl 9 K HRI\ AT AT
A9 Rl — RpII\ 4 /R BT T 49
i(1+A—’_9h h) h [—(U U)+/—_~9J.
29 h'+hT/) Y R4 AU R+ Rl ?

Aus dieser Formel werden wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten fiir den Fall
von entgegengesetzten Grundstromen vom selben Betrag ausrechnen. Es sei — Ul= U=,

A9=5" 9=3800% g=9,78 m sec~? und 02,=0,729.10"%*sec™!. Es sei ferner I+ hU=H
und A= —{%H Aus der Formel folgt dann:

i )=l o) (o) =
C,/U} *‘(1“3 010\l 10) BT g) £
1—3 n 9,78 n n\ H
i<1— 120 )V_23(1__)+W10(1 )Tf

Die Werte der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten fiir verschiedene n ergeben sich
aus Fig. 5, wo ¢/U durch eine voll ausgezogene und ¢/U durch eine gestrichelte Kurve

H
dargestellt ist. Dabei ist mleO gesetzt worden. Das Glied mit Qy trigt nur mit

einem Werte von der GrdBenordnung 10-%U bei, was fiir gewdhnliche Geschwindigkeiten

nur Bruchteile eines Millimeters ergibt, und es kann deshalb vernachlissigt werden.
Die Konstante n kann alle Werte zwischen 0 und 10 annehmen. Die Extremwerte

0 und 10 sind aber auszuschlieBen; denn in diesen Fillen wird nur eine einzige Schicht

zwischen zwei starren Grenzflichen vorhanden sein, und eine Wellenbewegung kann dann
nicht aufkommen.
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Aus der Figur ersieht man sofort, dafBi die
orBte Fortpflanzungsgeschwindigkeit — vom dop-
pelten Betrag des Grundstromes — dann auftrits,
wenn das Verhiltnis der Schichtdicken etwa 1:3
ist. Bemerkenswert ist es auch, daB von den zwei
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ¢ und ¢ die grofite
immer die Richtung des Grundstromes in der dinn-
sten Schicht besitzt.

Um von den Werten der Fortpflanzungsge-
schwindigkeiten bei anderen Temperaturspriingen
auch einen Eindruck bekommen zu kdnnen, haben wir
tiir den Fall von gleichen Schichtdicken (h!=h!"= h)
und gleichen, aber entgegengesetzten Grundstromen die Formel:

oo}~ o)V i

YU 600
fiir verschiedene Werte des Temperatursprunges A% und des Parameters

@

Fig. 5.

49
—_—— 2
800 (1—]—!_

h
gUz

h
NiE berechnet

(s. Tabelle 1I). Es ergeben sich wachsende Geschwindigkeiten bei zunehmenden Werten
dieser Parameter. Fiir A9=5% U-=10 msec ! und A=5000m wird z. B. ¢ gleich
17 msec~! oder 61 km/St.

Bei unendlicher Tiefe der Fliissigkeitsschichten haben wir mit demselben Temperatur-
und Windsprunge wesentlich groSere Fortpflanzungsgeschwindigkeiten erhalten, jedenfalls
bei langen Wellen. So hat sich fiir eine Welle von der Lénge von 1000 km die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit 113 m sec™! ergeben (s. 8. 27).

Tabelle II.
n A9
Ch 1 2 5 10
1} —2.10-840,99i —8.10-340,98 1 — 8.10—-82-0,96 1 —-16.10-3+0,92 i
10| —2.10-34-0,011 -—810-34+0,911 — 810-3+0,43 1 — 16.10-3+0,79
20} —2.10-34-0,821 —8.10-340,59 i —-8.10-34-0,79 --16.10-3415
50] —2.10-3+0,484 — 8.10-8—10-5 U4+ 0,79 | — 8.10-83—8.10-5 U+£1,7| — 16.10-83 — 6.10-5 U£2,7
100} —2.10-340,79 | — 8.10-3—2.10-5 U+15| — 8.10-3—6.10—0 U+2,7| — 16.10-3 — 12.10-5 U+3,9
[
. h
,/U als Funktion von 449 und —;.
Iy o

Wir begniigen uns mit diesen numerischen Angaben zu der Frequenzgleichung und
gehen jetzt zur Aufstellung der Integrale iiber.
Wegen des Vorhandenseins von zwei Wurzeln, § und g, der Frequenzgleichung

wird nun
Z:Zei(a x—pg1 +Z’ ei(a x—p'0 (6)

eine allgemeinere Gleichung als (8) fiir die gestorte Grenzfliche sein. Die entsprechenden
Integrale der Form (1), wenn nach (4) C durch Z ersetzt wird, lauten dann:
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cosha (z—ll)
sinh a h

R (e x—B1) . i x—f' B Sinha(z—IQ
w= i[(f—al)Ze +(B—al)Z'e 1= oh o

u=—I[f—al)Ze P04 (f—aU)Z ¢'@x—F0]

cosha(z—h)

~ sinhah

sinh a (z— h)
" sinhah

p=—ca [(c__ U)?.Zej(a x—ﬂt)_l_(c'_ U)?z'ei(a x-—p’ 1)]
—e2Qy[(c—U)Ze!@xFD4 (¢ —U) Z' el e x—F 1]

Fiir die Schicht I sollen hier e=e!, U=U! h= — kL und fiir die Schicht II sollen
=g, U=UY, h=h! gesetzt werden.

(a) Wenn § und B’ reell und verschieden sind, brauchen wir nur die Exponential-
glieder in (7) durch die entsprechenden Kosinusausdriicke zu ersetzen, um die reellen
Integrale zu erhalten. Wir finden es deshalb nicht notwendig, dieselben in reeller Form
hinzuschreiben.

Aus diesen reellen Geschwindigkeitskomponenten erhalten wir fiir die Gleichung
der Stromfunktion:

' , , .y Sinh a (z— h)
—[(—aU)Zcos(ax—p)+(F —alU)Z cos(a x—f 1] s = 8)

wodurch auch die Stromlinien gegeben sind. Dieselben werden hier nicht mehr einander
dhnlich sein, sondern es wird eine Abplattung derselben gegen die Winde zu stattfinden.
Fiir die Orbitalbahn ergibt sich nach der {iblichen Methode:
cosha(z,— h)
sinhah

' 4 . *’ h —h
z— 2y =—{Zcos[ax,— (f—a U)t]‘:i—Z cos [a xy— (F—a U)t]) Slnsiiilz;h _)

x—uxy= {Zsin[ax,—(—aU)tl+ 2 sin[ax,— (8 —aU){])
9)

Hieraus folgt erstens:

(x— x,)? (z—2z)®  Z°+Z°+2ZZ'cos(B—p)t
cosh’a(zy—h) ' sinh’a(zy—h) sinh®a h )

(10)

Wie es bei unendlichen Schichten der Fall war, wird auch hier die Bahn in einem
ringférmigen Gebiet verlaufen miissen; die begrenzenden Kurven dieses Gebietes sind
aber nicht mehr Kreise, sondern Ellipsen mit der kleinen Achse in der z-Richtung. Die
Zeit zwischen zwei Beriihrungen der Bahn wmit einer begrenzenden Ellipse ist durch

2n b
F—p gegeben.

Far Z oder Z'=0 wird die Bahn rein elliptisch mit der groBen Achse lings dem
Grundstrome. Die Ausschlige in der x-Richtung sind mit cosha(z— h), diejenigen in
der z-Richtung mit sinha(z— h) proportional. Die letzteren gehen folglich gegen Null,
wenn wir uns der Grenzfliche z=~h nihern.

In Analogie zu § 9 kann auch hier die wirkliche Bewegung eines Teilchens als die
Summe von zwei elliptischen Partialbewegungen interpretiert werden. Das Teilchen bewegt
sich in einer, in der z-Richtung abgeplatteten Ellipse herum, deren Zentrum gleichzeitig
eine ebenfalls in der z-Richtung abgeplattete Ellipse um (x,, 2z,) beschreibt.

Aus (9) kann auch die Umlaufsrichtung der Teilchen in ihrer Orbitalbahn bestimmt
werden; es zeigt sich, daB sich das Resultat fiir endliche Schichten mit dem friiher
angegebenen Resultate fiir unendliche Schichten véllig deckt. Das Vorhandensein der
horizontalen Grenzwinde bewirkt deshalb nur eine Abplattung der epizykloidischen Orbital-
bahnen in der vertikalen Richtung.
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Wir Dbeschrinken uns auf diese Andeutungen und gehen gleich zu dem Falle mit
Doppelwurzel der Frequenzgleichung (5) fiber.

(b) Ein Vergleich zwischen den Integralen (7) und den entsprechenden fir unendliche
Schichten (§ 9) zeigt, daB der einzige Unterschied zwischen den zwei Reihen von Inte-
gralen darin besteht, daB die z-Koordinate auf verschiedene Weise eingeht. Derselbe
Unterschied muB dann auch bei Doppelwurzel der Frequenzgleichung zwischen den
Integralen des § 10 fiir unendliche Schichten und den sich aus (7) ergebenden bestehen.
Aus (10, 6) folgen in dieser Weise die allgemeineren Gleichungen fiir endliche Schichten:

z= (Z+ Wt co’s (ax—pt)

_ . cosh a{z—h)
u=—/1[B—alU)(Z+ Wt) cos (ax— ft)—W sin (ax—f H] bk
_ . sinh a (z—h)
w=—[(—a U) (Z+ W sin (ax—f8) + W cos (ax— 8] —= -~ (11)
. cosh a(z— h)
p=—¢(c—U)[(—alU)(Z+ Wt)cos(ax—f1)—2W sin (ax—p1)] ——
1 . sinh a (z— h)
— &2 Qy(c—U)(Z+ W) cos (ax—ﬂt)—g W sin (ax— f1)] “ohah
wo, wie frither, eI, UT, — hlL, bezw. eI, UX, R fiir ¢, U, h einzusetzen sind.
Die Stromlinien ergeben sich aus der Gleichung der Stromfunktion:
. sinh a (z— h)
—[(g— 7 —BH— — — =Y 12
[(B—aU) (Z+ W cos (ax— ) —Wsin (ax— 1] —<inh ok , (12)
wihrend die Orbitalbahn aus den Gleichungen
- . . . ocosh a(zy—h)
x—x,= (Z+ Wt sin|ax,—=(—aU)t] S
inh af R (18)
= (Z (f— sinf ofzy— )
z—z, (Z+ W cos [ax,— (B—a )] “ub o
bestimmt werden kann.
Aus (13) erhalten wir nun:
(x— x)* (z—2z)>  (Z+WD* (14)

cosh®a(z,—h) = sinh®a(z,—h)  sinh’ah

Fiir W=0 stellt diese Gleichung eine Ellipse dar, mit der groBen Achse in der
x-Richtung. Die Exzentrizitit nimmt mit abnehmender Entfernung von der Wand zu.
Fiir W+0 geht die Ellipse in eine Spirale tiber; das Teilchen entfernt sich immer mehr
von seiner stationdren Lage.

Wenn auch hier das frither betrachtete Azimuth ¢ des Teilchens eingefithrt wird,
so folgt aus (18):

cotg p=—1tg [ax,—(8— al) t] cotgh a(z,— h), (15)
woraus
@:_ﬂ—aU sinh 2 a (z,— h)
dt 2 sinh®a(z,— h) +sin’lex,—(@—aU) ]’

Da der letzte Faktor das Vorzeichen von —h hat, wird also die Umlaufsrichtung
in diesem Falle, wie es auch bei unendlichen Schichten der Fall war, durch das Vor-
zeichen von —(8— a UY), bezw. f—a U™l gegeben sein.

(¢) Wenn schlieBlich zwei konjugiert komplexe Wurzeln der Frequenzgleichung
vorliegen, erhalten wir die Integrale der Storungsgleichungen, indem wir f=pg,+1p,,
f'=pB,—ip, in (6) und (7) einfiihren und die komplexen Teile wegwerfen. Es ergibt
sich dann:
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fir die gestorte Grenzfliiche:
z=(Zeéh'"+Z'e Y cos (cx—p, 1),
fiir die Wellenbewegung:
— (B, —alU) (Z e+ Z'e 2 t) cos (ax— B, ) —

h —
— By (Zeht—Z'e ) sin (ax— p, o) D4R

sinhah
=— (B, —al) (Zefrt+ Z'eFal) sin (ax— B, 1)+
Byt gra—pyt __ g gy Sinh a(z-—h) -
+ By(Zela'—Z'e Pil) cos (ax— B, 1)) e — (16)

p=—ae{[lc,—U)— | (ZePs! + Z'e=Fa 1) cos (axx—p, t) —
) cosh a(z—h)
o bt Lx— —_—
2(e,—U) ¢, (Zehs'—Z'e h)sin (ax— B, 1)) sinh a h

' - inh a(z— h
— 2Qye[(e,~U)(Z e '+ Z'e Pty cos (ax—f, H—cy (Zefa T—Z'eFa Y sin (ax—pg,1)] %—) .

Ferner bestimmen sich die Stromlinien aus:

— (B, —aU) (Zels 14 Z'e=F, Y cos (ax—p, 1) —
e -

_ Wt 7Pl i _ — W
By (Z &P Z'e Pty sin (ax— B, 0 e .o 17
und die Orbitalbahn aus:
—xy= (7' ha) s — cosha (zy—h)
x—x, (Z el +Z'e F2") sin [ax,— (B, —al) ] b ok
: 1

sinh a (z,— h) (18)

z—zy=—(Z "1+ Z'e 2t cos [ax,— (B, —al) t]—sim

Aus (18) erhalten wir wieder:
(x — x,)* (z—z)® _ (Zes+Zehl)? (19)
cosh® a(zy—h) =~ sinh®a(z,—h) smh®ah

Die Orbitalbahn erscheint also als Summe von zwei, in der z-Richtung abgeplatteten
logarithmischen Spiralen. Die Abplattung wird groBer, je niher wir an die Wand riicken.

Fiir das Azimuth ¢ eines Teilchens, von seiner stationiiren Lage aus gesehen, ergibt
sich wieder die Gleichung (15), wo 8 durch B, zu ersetzen ist.

§ 13. Freie Oberfliche.

Wir behandeln schlieBlich in aller Kiirze den Fall, wo die Schicht I von einer
starren Grenzfliche, z=— h', begrenzt ist, wihrend die Schicht II eine freic Oberfliche
hat. Da diese mit einer Isobarenfliiche zusammenfallen muB und die ungestorten Isobaren
flichen nach § 5 horizontale Ebenen darstellen, deren Gleichung in der Form

PI—__ I (g—2 Ly UH)Z+P;I:0 @

geschrieben werden kann, so kdénnen wir fiir die obere Grenzfliche, wie im letzten
Paragraphen, z=h" setzen.
Die Integrale der Schicht I bleiben dieselben wie in dem vorigen Paragraphen,
s. (12, 1):
u' =il cosh a (z + RY) eiex—F1)
w'= Clsinh a(z+ k) gilex—F0 (2)
eli C1

pl= [(B—aUY) cosh a(z+ AT+ 2 Qy sinh a (z+ RY)] gl «x— 5D
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Fir die Schicht II miissen wir zu den vollstindigen Integralen (7, 4) zuriickkehren,
indem dort C"=0 gesetzt wird. Die Gleichung der gestorten freien Oberfliche (4, 9)
ergibt dann, unter Beriicksichtigung von (1):

— e (g—2 QU+ PI +
+adli [(f—aUT+2 Q) CTerh™ - (B—aUT—2 Q) O' Mg+t gl«x—FD 4 const. =0 .

Aus der Grenzflichenbedingung an der freien Oberfliche (4, 10) ergibt sich ent-
sprechend : ’

[(f—a UM —ag+2 Qyp] CLe " =[(f—a UM +ag—2 Qyf] O e b

Durch Einfiithrung einer neuen, willkiirlichen Konstante M, wo

9 (I grh 9 oM ool

o1 = =
¢ B—aUD+ag—20y8 (B—aU)’—ag+2Qy8

ist, erhalten wir dann die folgenden Integrale, indem wir zukiinftig wieder CT anstatt CU!
schreiben :

ull =i CT[(f—a UM)? sinh a(z— AT+ (a g— 2 2y ) cosh a (z— hlT)] ¢’ t+x—FD
wl= CI[(—a UM cosh a(z— M)+ (a g— 2 Qy p) sinh a (z— k)] el **—FD

£II i CH

3
pl = {[(ﬂ_aUIT)3+2 Qy(ag—2 Qyp)] sinh a(z— k) + ®)

[24

+ a(p—aUT) (g— 2 2, UY) cosh a(z—hH)=ei(“x‘ﬂt).

Mit den Integralen (2) und (3) folgt nun aus der Gleichung der gestérten
Diskontinuititsfliche (6, 4):

— [g (T — &) —2 Qy(f UT— &1 U] Z+é {SI CL[(B— a UY) cosh a k1 4- 2 Qy sinh a kY] +
b O [(f—a UMY+ 2 Oy (a g — 2 Oy B)] sinh o KT—
— Mg (B— o UMYy (g— 2 9,y U cosh ahﬂ}ei<ax~ﬂf>=o. (4)

Filhren wir wieder die Amplitude Z der schwingenden Fliche ein, so haben wir

auch
z=Zellax— A1 4"

als Gleichung der gestérten Diskontinuitédtsfifiche.

Mittels dieser Gleichung und der Grenzflichenbedingung an der Diskontinuitédts-
fliche (6, 5") erhalten wir ferner:

C'sinh a hl=—i(f—aUY) Z

(5)
CI[(—aUM)? cosh a Bll— (e g— 2 Qy p) sinh a B |=—i(f—aUN) Z.

Einsetzen dieser Werte von CI und C in (4) und Beriicksichtigung von (4') gibt
dann schlieBlich:
(B—aUM? [l (8— a UY)? cotgh a Al cotgh a A+ 1B — a U)?]—
— el (ag—2 0y p) [(B—aUh? cotgh a Al + (f—aUM)? cotgh a hT] + (el —&T) (a g—2 24 8)*=0. (6)

Wenn die obere Schicht eine freie Oberfliche hat, wird also die Frequenzgleichung
von vierter Ordnung. FEine Auflosung nach § ist deshalb mit erheblichem Rechnungs-
aufwand verbunden, und wir konnen bei dieser Gelegenheit nicht niher darauf eingehen.

Wir beschriinken uns auf den Fall von unendlichen Schichtdicken, wobei cotgh a hl=
cotgh a h''=1 zu setzen ist. Die Gleichung (6) gibt dann:
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B—a U [ (B—a U+ (f—a UL)?|—el(ag—2 Qup) [(B—aU)’+(—a U] +
+ (e —eD) (ag—2 Q4 8)°=0,

oder in ihre zwei Faktoren aufgelost:
['(B—a U+ (f—a UMD — (& — ) (ag—2 2y §)] [(B— a U *— (a g—2 Qy )] =0. (7)

Die Wurzeln des ersten Faktors sind mit den Wurzeln der entsprechenden Frequenz-
gleichung (7, 9) identisch. Die Wurzeln des zweiten Faktors entsprechen einer Wellen-
bewegung in der oberen Schicht allein, die so verlduft, als ob die untere Schicht erstarrt wire.

Eine entsprechende Zerlegung der Gleichung (6) erfolgt immer fiir eine unendliche,
obere Schicht, wie auch die Dicke der unteren Schicht beschaffen ist. Die Gleichung
schreibt sich dann:

[ (B—a U’ cotgh a AL+ 61 (B —a UM)2 — (L — 61T) (0. g— 2 Q B)]
[(B—aUD)?’—(ag—2 Q2yp)]=0. (7)
Ist dagegen die obere Schicht von endlicher Dicke, wird eine entsprechende Zer-
legung der Gleichung (6) in zwei Faktoren nicht mehr méglich sein. Es ist aber wahr-
scheinlich, daBi die vier Wurzeln auch hier in zwei Gruppen von je zwei Wurzeln zerlegt
werden konnen, die sich den bei unendlicher Dicke auftretenden Schwingungstypen
dhnlich verhalten.

KAPITEL III.

Integration der Storungsgleichungen bei vertikaler
Grenzfliche.

§ 14. Einleitende Bemerkungen.

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, daB die Integration der Storungsgleichungen
verhiltnismiBig einfach durchfiihrbar ist, wenn die Diskontinuitdtsfliche und die Isobaren-
flichen horizontale Ebenen sind, und der Rotationsvektor horizontal und senkrecht zu
der Grundstromung gerichtet ist.

Die entwickelte Methode kann auch bei einem anderen Probleme zur Anwendung
kommen, und zwar gelingt es dabei, in noch einfacherer Weise zum Ziele zu gelangen.

Es handelt sich um die Integration der Storungsgleichungen fiir zwei inkompressible
Schichten I und IT von den Dichten &', ¢ und den konstanten Grundstrémen UL, UM,
wenn die Trennungsfliche verfikal ist. Die Schichten sollen von zwei starren, vertikalen
Flichen im Abstande h' und BRI von der Diskontinuititsfliche begrenzt sein. Der Fall
von unendlicher Dicke der Schichten ist darin mit einbegriffen.

Wenn wir dasselbe kartesische Koordinatensystem wie im vorigen Kapitel behalten,
so lautet die Margules-Bjerknes’sche Formel (5, 6) fiir den Neigungswinkel © einer
Diskontinuitétsfliche mit der Horizontalebeue:

2 Q; (e TF— L UH)
gl —eM—2 QL T — iy
Sollen hier unendliche Werte der Konstanten im Zihler ausgeschlossen werden, so

ist die Bedingung fiir das Auftreten einer vertikalen Diskontinuititsfliche durch das Ver-
schwinden des Nenners gegeben. Es muB folglich

g(el— ) =2 Q, (L UT— ¢ pIY) @)

sein. Kin Spezialfall von (1) liegt vor, wenn sowohl die rechte als auch die linke Seite
verschwindet. Es mufBl dann entweder

tg O=—
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l=ell=¢, Qy=0 (2)
oder
l=gll—pg Ul=pl=rpy (29

sein. Der letztere Fall ist von geringerem Interesse, da eigentlich keine Diskontinuitéits-
fliche mehr vorhanden ist. Im ersteren Falle besteht aber noch ein Windsprung, wenn
auch der Dichteunterschied verschwunden ist.

Setzen wir hier auBerdem voraus, daBl Q2x=0 ist, so wird der Rotationsvektor vertikal,
und die Stérungsbewegung kann dann zweidimensional, in der Horizontalebene, verlaufen.
Der Spezialfall (2') wie auch der allgemeine Fall (1) fitlhren dagegen auf dreidimensionale
Bewegung. Wir werden uns deshalb im Folgenden auf den Fall (2) beschrinken, wihrend
die anderen Fille im nichsten Kapitel zur Untersuchung kommen werden.

Die Gleichungen der Grundstrimung bleiben dieselben wie im vorigen Kapitel (§ 5).
Die Isobarenflichen sind also wieder durch (5, 2) gegeben, oder, indem £,=0 ist, durch
die Gleichung:

P=—20,cUy—egz+P,; (3)
sie sind also parallele Ebenen, deren Neigung zu der Horizontalebene durch
g g — 202U
* g

gegeben ist.
Die Gleichung der ungestorten vertikalen Diskontinuititsfliche lautet dann nach (5, 8):

Pl—PU=——2 0, (UT— UM y=0. (4)

§ 15. Die Storungsgleichungen und ihre Integration.

Fir die zweidimensionale Stdrung, die von der z-Koordinate unabhiingig voraus-
gesetzt werden soll, ergeben sich aus (6, 1-—2) die folgenden Gleichungen:

2 r 19p

(ﬁ-l— Uax)ll—2.Qzl)——S;x

2 52 )y 20, L2P

(aﬁ Uax>v+2!2zu— -2 (1)
2
Ly
ox 2y

Ein Vergleich mit den entsprechenden Bewegungsgleichungen (6, 3) zeigt nun, daB
diese Gleichungen aus jenen durch die Transformation

y—>z, z—>—y 2
hervorgehen werden. Denn dabei ergibt sich ja auch:
‘ 52‘1:]_>Qz, w—>—7"0.

Wir konnen deshalb die in dem vorigen Kapitel erhaltenen Resultate mit geringer
Modifikation auch auf dieses neue Problem anwenden. In dieser Weise erhalten wir aus
(12, 5), indem wir efl=¢I=¢ und f=ac setzen:

~ (e— UY® cotgh a B+ (c— D)2 cotgh a AI=0, (3)
oder nach ¢ aufgeldst:

¢ | _ Ulcotgh ahl4 U cotgh a Al & i(UT— U™) Yeotgh o k¥ cotgh o T
' cotgh a h'+ cotgh a Al )

4
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Fiir unendliche Schichten ist cotgh a hl=cotgh a All=1, wodurch sich ergibt:

I+ 11 UI_UII
c(}:U U T . 5)

(T 2 T g

Diese Gleichung wird iibrigens immer fiir h'=h" bestehen, d. h. wenn die zwei
Schichten dieselbe Dicke haben, wenn auch dieselbe endlich sei.

Aus (4) folgt, daB es niemals zwei verschiedene, reelle Wurzeln vorkommen kdnnen.
Die angenommene Grundstrémung mit einer vertikalen Diskontinuitdtsfliche stellt also
immer eine labile Schichtung dar.

Wir haben deshalb nur zwei verschiedene Félle zu untersuchen, je nachdem (3)
eine Doppelwurzel oder zwei konjugiert komplexe Wurzeln hat, d. h. je nachdem U'=U"!
oder UM+ UM ist.

(a) Im ersteren Falle setzen wir Ul=U"={ in (4) ein und erhalten e=c'=U. Die
Wellen pflanzen sich also mit der Geschwindigkeit des Grundstromes fort.

Aus (12, 11) ergibt sich dann, indem die Transformation (2) Anwendung findet:

fiir die gestorte Grenzfliche:

y=(Y+ Vtcosax, (6)

wo die Anfangsamplitude und deren Anderungsgeschwindigkeit relativ zu der bewegten
Fliche mit ¥ und V bezeichnet sind; _
fiir die Wellenbewegung, indem simtliche Glieder mit dem Faktor ¢— U verschwinden:

. . cosh a(y — h)
u= Vsina(x— Ut Smhah
sinha (y— h)
_ _ppSmnaely—Hh 7
v Veosalx—Ub) R (7
2 S — 1
::—62!2 Vsina(x— Uf) ﬂn—————h,a y 7).
sinh a h
Fir die zwei Schichten sind h=~h!, bezw. — k" zu setzen.
Die Gleichung der Stromlinien wird nach (12, 12):
. ginha(y— h)
— — —_— =Y 8
Vsina(x— Ut halh , 8
und die Gleichung der Orbitalbahn nach (12, 13):
, . cosh a(y, —h)
X~ X, == (Y‘T‘ Vt) sin a X, ‘_E}:;)T—‘— (q)
. v sinha (y,—h) ’
Y—yo=—(Y+ VHeosax, Sinh ok .
Hieraus folgt:
cotg p = —tg ax, cotgha (y,—h); (10)

die Bahn ist folglich eine Gerade, deren Neigungswinkel mit der x-Achse von g bis

7 .. .7
—3 variiert, wenn x, von 0 bis — geht.
a

In diesem Falle (el=¢I', UT=UN) liegt keine Diskontinuitiitsfiiche vor, da ja eigentlich
nur eine einzige Schicht vorhanden ist. Wenn aber durch irgendeine duBere Ursache fiir
einen Augenblick eine kleine Unstetigkeit der Dichte- oder Windverteilung in der Fliissig-
keitsschicht auftreten sollte, so wiirde dieselbe nicht zu gleicher Zeit wie die Impulse
erloschen, sondern mit der Zeit bestindig wachsen.

Bei unendlichen Schichtdicken werden die hyperbolischen Funktionen in den Formeln
(7—10) in Exponentialausdriicke iibergehen. Wir erhalten dann (fiir ©,=0) diejenigen
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Formeln, die der Rayleigh’schen Erlduterung des Flatterns von Segeln und Fahnen .
zugrunde liegen.
(b) Fiir U'4 U™ ergibt sich nach (4):

Ulgl+ Ui gt V alal
o ST =(U'— DH) o (11)
wo zur AbKiirzung
al=cotgh a !, a'l = cotgh o A1
eingefithrt worden sind. Hieraus folgt nun:
e s N -
U=—U—U" 3 a(@+al)’

Mit diesen Werten ergibt sich aus den Gleichungen (12, 16), unter Anwendung der
Transformation (2):
fir die gestorte Grenzfliche:

y=(Yefel+ Ye Pl cosa(x—e, B); (12)
fiir die Wellenbewegung:
11 [/ L 11
u= ‘/aIaH aI——l—aI{I P/a a (Yeﬂe '+ Y'e AYcosa(x—c, t)+
+(Yehl—Y e FYsina(x—e, 1) %%—Eﬂ
d
I [/ L 00
v—\/aIaH +ch [_‘/ﬁ a (Yebel+ Y'e P sina(x—e, H—
— (Yeh!—Y el cosalx—e,t) %;—h) (13)
A__ 772 1,11
p=—uas ((21 T ;]H)L al aHKa aa ) 1](Yebl+ Y e~Fil)cosa(x—e,t) +
vaI al

+2

_ T 11
coshaly—h) _ [Vaaa (Yebfat+ Y e Fl) cosa(x—e, )+

(Yels'™—Y e~ Y sin a(x—clt)J <nhal

Yebh!— Y e~fal) si 0]20,e LU o
+(Yefl—Y'e 2)sma(x—01) -zem‘\/aa

sinh a(y—h)
sinhah

Hier sind wieder a=a!, h=h!, bezw. —al, —ha! zu setzen.
Die Gleichung der Stromlinien wird nach (12, 17):
UT— I [Vl gt
‘/aIaH aI—I—aII [[:‘/ (Yep“t+ Y'e t)cosa(x—cl H+
sinh a (y—h)

sinhah =¥, (14)

+(Yefal — Y e Fal)sina (x— clt)}
und die Gleichung der Orbitalbahn nach (12, 18):

Y yo=—(Yelha!+ Y e Fhcosa {xo 4 (UE— U1

alall cosh a (y,—h)
a(al+ o' ‘ sinha h

alqll ] sinh a (y,—h) (15)

a(at+ alh) sinha h

Die Orbitalbahn kann wieder als Summe von zwei, in der y-Richtung abgeplatteten
logarithmischen Spiralen dargestellt werden. Die Abplattung wird groBer, je naher wir
an die Wand riicken.

Das Azimuth ¢ eines Teilchens, von seiner stationiren Lage aus gesehen, ergibt
sich nach (12, 15) aus:

ol
cotgp= —tga [xo +(U'—UY) —

a(a +ab) } cotgha (y,— h). (16)
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Hieraus folgt:

do _ g(UI— 11y alal® sinh 2 a (y,—h)

I I1 1,11
dt 2 GEH O Gunta (gy—B)+sina | x, + (U — 01—

a(d + ah)

Die Umlaufsrichtung eines Teilchens in seiner Orbitalbahn ist folglich in beiden
Massen dieselbe und ist durch das Vorzeichen von UT—U! gegeben.

Fig. 6 gibt in Horizontalprojektion die Form einer vertikalen, instabilen Grenzfliche
(dicke, gestrichelte Linie) und der Stromlinien (voll ausgezogene Linien) zu zwei ver-
schiedenen Zeiten. Der Einfachheit halber haben wir nur unendliche Schichten betrachtet,
wodurch al=al=1 zu setzen ist; ferner sind die Grundstrome entgegengesetzt und vom
selben Betrag gewihlt worden, indem Ul=—U"=U ist. Aus (11) folgt dann ¢,=0,
c,=U; die Storung pflanzt sich also nicht der Fliche entlang, sondern bleibt am Orte
liegen und wichst mit der Zeit.

Im Anfangsmomente ¢=0 soll die ungestorte Lage der Grenzfliche vorhanden sein;

aus (12) folgt dann:
Y=—Y", amn

wodurch die Gleichung der gestorten Grenzfliche folgendermafBien lautet:

y=2Ysinha Ut cosax. (18)
, Fur unendliche Schichten ergeben sich ferner:
/
cosl% a(y—IQ _4eFey, smh.a(y—h) T
i sinhah sinha h
h—>Tw h—» i ©

die Wellenbewegung (13) reduziert sich deshalb auf:

u=2UYa[sinha Ut cosax+cosha Ut sinax]eF*¥
v=2UYa|[Fsinha Ut sinax+cosha Ut cos ax]eF*¥ (19)
p=4UYe[—(aU—£2;)cosha Ut sinax+ 2,sinha Ut cos ax] eF*¥,

wo die oberen Vorzeichen der Schicht I und die unteren Vorzeichen der Schicht II ent-
sprechen. Diese Gleichungen kdnnen fibrigens auch unmittelbar aus (11, 7) unter An-
wendung der Transformation (2) erhalten werden.

Fir die Gleichung der Stromlinien ergibt sich in #dhnlicher Weise aus (14):

Pl=2 Y (sinha Ut cosax+cosha Ut sinax)e Y,

YIU_9 Y (—sinha Ut cosax+cosha Ut sinax) e*¥. (20)

Es bestehen folglich die Relationen:
v aw
oy’ ox

Diese Stromfunktion ist in der Figur als gestrichelte Kurven angegeben ; durch gra-
phische Addition der den Grundstromen entsprechenden Stromfunktion (gestrichelte, horizon-
tale Linien), deren Gleichung durch F Uy=const. gegeben ist, erhalten wir dann die voll-
stindigen Stromlinien von der Gleichung ¥ Uy=const. Mit der getroffenen Wahl der
Richtung des Grundstromes ergibt diese Addition verstirkte antizyklonale und ab-
geschwichte zyklonale Zirkulation.

Fig. 6a gibt die Stromlinien um eine ebene Grenzfliche im Anfangsmomente #=0.
Es sind die Richtungen der x- und der y-Achse nach rechts, bezw. nach oben gewihlt
worden, wodurch die Schicht oberhalb der Grenzfliche (fiir y>0) die Bezeichnung I
erhilt. Der Grundstrom in der Schicht I soll positiv sein, also nach rechts gehen.
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Fig. 6 b.

Die Stromfunktion der Stérungsbewegung ist nach (20) durch
Y=2UYsinaxe¥f*¥

gegeben (oberes Vorzeichen in Schicht I); sie hat dieselbe Phase in beiden Schichten,
wodurch die gestrichelten, vertikalen Geraden, die dem Werte ¥=0, d. h. x=kz ent-
sprechen, hier zusammenfallen werden. Die Stromlinien in den zwei Schichten liegen
deshalb symmetrisch zueinander, mit der x-Achse als Symmetrielinie.

Fig. 6 b gibt die Verhiltnisse an demselben Abschnitt der Diskontinuititsfiiche zu
einer spiteren Zeit, wenn sinh a« Uf=1 geworden ist. Die Grenzfliche, deren Gleichung
nach (18) jetzt durch

y=2Ycosax

gegeben ist, hat dann eine ausgeprigte Sinusform erhalten. Gleichzeitig mit dem An-
wachsen der Amplitude hat auch eine Zunahme der Geschwindigkeit stattgefunden; der
Betrag derselben ergibt sich aus dem Gradienten der voll ausgezogenen Stromlinien.
Die Stromfunktion ¥ der Stdrungsbewegung hat jetzt verschiedene Phasen in den
zwei Schichten; die vertikalen Geraden (Aquiskalarkurven fiir ¥=0) erscheinen gegen-



52 H. SOLBERG Geof. Publ.

einander verschoben, und zwar sind sie im Verhiltnis zu ihrer Anfangslage fiir #==0 in
der Schicht I nach links, in der Schicht II nach rechts geriickt. Der Phasenunterschied
wichst mit der Zeit, um zuletzt fiir f= o ein Viertel der Wellenlinge zu betragen. Dann
haben aber die Formeln schon lingst ihre Giiltigkeit verloren. Selbst die Fig. 6 b scheint
auBerhalb des Giiltigkeitsbereiches der Formeln zu liegen. Streng genommen kdnnen ja
die Formeln nur fiir unendlich kleine Amplituden verwendet werden; wenn aber Wellen-
berge und Wellentiler vorhanden sind, dann wird die Gleichung (20) Aquiskalarkurven
ergeben, die, bis an der Fliche extrapoliert, zu nahe aneinander auf der einen Seite der
Fliche und zu weit auseinander auf der anderen Seite kommen werden, um die physikalisch
notwendige Gleichheit der Normalenkomponenten der Geschwindigkeit zu beiden Seiten
einer Diskontinuitdtsfliche erfilllen zu konnen. Diese Tatsache muB bei Betrachtung der
Fig. 6 b in Erinnerung gehalten werden.

Hitten wir anstatt (17) z. B. Y'=0 gewéhlt, so wiirde die entsprechende Stromfunktion
immer dieselbe Phase in beiden Schichten haben.

KAPITEL IV.

Integratlon der Storungsgleichungen fiir schraggestellte,
parallele Schichten.

§ 16. Der stationiire Zustand.

In den Kapiteln II und III haben wir die einfachen Spezialfille behandelt, wo der
Rotationsvektor Q erstens senkrecht zu dem stationdren Strom steht und zweitens in
der Diskontinuititsfliche liegt. Nach diesen orientierenden Untersuchungen werden wir .
jetzt zu dem generellen Falle ﬁbergehen‘: wo der Rotationsvektor einen beliebigen Winkel
mit dem stationdren Strome und mit der Diskontinuititsfiiche bildet.

Wegen der Coriolis-Beschleunigung wird dann die Wellenbewegung in drei Dimen-
sionen vor sich gehen.

Es hat sich gezeigt, daB die Durchfiihrung der Rechnungen sehr erleichtert wird,
wenn die Diskontinuititsfliche als die eine Koordinatenebene gewihlt wird. Anstatt der
frither verwendeten Koordinaten x, y, z, die zur Schwerkraft orientiert waren, fihren
wir folglich neue Koordinatenachsen x, ¥, z ein, die aus x, y, z durch die Transformation:

X
= yecosO+zsinO @
= — ysin @+zcos O

l

Ni] &

hervorgehen. Dabei ist © die Neigung der Diskontinuititsfliche gegen die Horizontal-
ebene. y liegt dann in die Diskontinuititsfliche, wihrend z senkrecht dazu steht. Im
folgenden werden wir, der Einfachheit halber, das Zeichen »Uberstrichen« weglassen.

Bei der Projektion der Vektorgleichung (5, 1) fiir den stationiren Strom auf diesen
neuen kartesischen Achsen erhalten wir die folgenden Komponentengleichungen:

g—_123P
B & 9x
1oP
+ 20 — 9
gy+ 292U : 37 (2
g:—29Qy U——l 9_1_)

¢ 0z
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Durch Integration folgt hieraus unmittelbar die Gleichung der ebenen Isobarenflichen:
P=—c(gy+202: U)y—e(g-—202,U)z+P,.

Da diese Gleichung sowohl fiir die Masse I als auch fiir die Masse II gelten muB,
so ergibt sich far die Diskontinuititsfliche, die durch P!— PH-=( charakterisiert ist,
die folgende Gleichung:

Pl—PU— gy (' — e+ 2 Q, (T U —e L UM |y + [ —g2 (F— ) + 22y (L U1 U] z =0

Nun soll aber diese Fldche mit der xy-Ebene zusammenfallen; es muB folglich

gyl — e + 20, (L UT— T UT) =0 (3)
sein, und es bleibt {ibrig:
Pl—PU=[—g; (! —eN) + 2 Qy (1 U1 — L UT)] z=0 (4)
oder auch
F=z=0, @)

als Gleichung der Diskontinuitatsfliche.
Die Gleichung (3) ist mit der erweiterten Margules’schen Formel (5,6) identisch,
wie man durch Transformation auf die friitheren Koordinaten mittels (1) sofort erkennt.

§ 17. Die Storungsgleichungen.

Die Komponenten der vektoriellen Stérungsgleichungen (6, 1—2) lings den drei
Achsen x, y, z lauten, wenn die Geschwindigkeitskomponenten lings diesen Achsen mit
u, v, w bezeichnet werden:

9 ) ap
- — — (. _——
(at—i-Uax)u 202;v +2Qyw x
a .
(3+U—~)v—2.(2xw+2!)zu:——la—p (1)
at ox e oy
° 19p
—2 O.p = ——

(91+U )w Qu 20w =—-—2L,

ou, o0 ow . o

ox 29y 9oz

Durch Hinzufiigung der Indizes I und II wird angedeutet, daB diese Gleichungen
fiir beide Schichten Giiltigkeit besitzen.

Die Grenzflichenbedingungen bleiben dieselben wie in § 6. Sle lauten:

(1) An einer festen Grenzfliche, die der Diskontinuititsfliche parallel sein soll, und
folglich die Gleichung z=h hat, muB3 die Normalkomponente der Geschwmdlgkelt ver-
schwinden, d. h, es muB

wp=0 (3)
sein.
(2a) An der Diskontinuititsfliche von der Gleichung:
PPl pl_—pl =0 @
mub

) 2 2
(a_t + Ut a_x) PL_—plto)+wl_, > (Pl— Py=0 (
5)

9
(9t+UH )(pz o—piL o) Fwll a(PI—PH):O

sein.
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(2 b) An einer Diskontinuititsfliche von der Gleichung:

F+f0=0 )
muf
2 ;2 1 OF
(at +U ax)f2:°+w2-:° 2z "
(%)
d 2 oF
LA AV m Y _
(at U ax)fz‘°+w2=° 52"
sein.

§ 18. Integration der Storungsgleichungen.

Wir betrachten eine periodische Stérung, die sich der x-Achse entlang fortpflanzt
und auBerdem von der y-Koordinate unabhingig ist. Wir gehen also mit den Ansétzen

u—= A ellax—pt)+diz

v= Bei(ax—ﬂt)+5z
. : 1)

w= ( eilex—pi+oz

p:'sDei(ax~ﬂ t)+oz
in die Differentialgleichungen (1—2) des vorigen Paragraphen hinein, wodurch wir fiir
die Konstanten A, B, C, D das folgende System von vier linearen Gleichungen erhalten:

—if—al)A— 20,B+ 20,C=—iaD
20,A—i(f—aU)B— 20,C=0

20,4+ 20,B—i(f—al)C=—3D
icA + 60C=0

Damit die Konstanten nicht identisch verschwinden sollen, muB die Determinante
ihrer Koeffizienten identisch gleich Null. sein. Durch Ausrechnung erhalten wir hieraus
die quadratische Relation

B—aU) (> — )+ (20xai+202,6)*=0 (2)

zwischen den Parametern «, §, 6. Es ist bemerkenswert, daB £, hier nicht eingeht.
Werden o und 8 als bekannt betrachtet, so ergeben sich durch Auflésung von (2)
nach & zwei verschiedene Werte:

8 492x2aita(B—al)V(B—al)®—4 2 —402 @
6’}—— f—a [])2—4.92 ’
wo 6 dem positiven Vorzeichen vor der Wurzel und & dem negativen Vorzeichen ent-
sprechen. '
Zur Abkiirzung setzen wir:
d=0,+14,, §=—20,+1i0,, (3)
WO
o a(f—al)VB—a Uy —4 Q2 —4 2 5 405820 Y
v (B—aU)’—4 2 " (B—al)—4 82 (
sind.

Fir Qx=0,=0 erhalten wir aus (2) die entsprechende Gleichung (7, 2) wieder; die
Bewegung ist dann zweidimensional, wie sie schon in den Spezialfillen untersucht worden ist.

Der n#chst einfache Fall tritt ein, wenn eine dieser Rotationskomponenten ver-
schwindet, indem dann d,=0 wird. So erhalten wir fiir Q,==0:

. 6,}=_—t51=:|: , a(f—al)
Y V—aU)?—402°
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und fiir 2,=0:

8

= —y % VE_LJDP_—10°
g = Eh—E —V(6—aU)"—4 0} .

In beiden Fillen werden folglich § und & entgegengesetzte Werte annehmen.
Mit dem Werte (2') fiir 6 erhalten wir fiir die Konstanten, indem dieselben wieder
durch C ausgedriickt werden:

A:—4Qx!.)z—|—i(ﬁ—aU)V(ﬂmaU)2—4Q§C—4.Q§
’ B—alU)y—4 2%
B:2Qxi(ﬁ—aU)+2QzV(ﬁ—aU)2—~4Q§C_4Q§ o
B—al)?—4 2
i
D= (20, +VF—aUP—4Z—2 ) C .

Hier ist das positive Vorzeichen vor der Wurzel gewidhlt worden. Wir kdnnen aber
auch das negative Vorzeichen wihlen und erhalten dann entsprechende Formeln, diesmal
mit ¢’ als neue willkiirliche Konstante.

Es ergeben sich folglich zwei partikuldre Integrale der Form (1); das allgemeine
Integral als Summe dieser zwei lautet dann:

O I T N
T a0 a0

. o Iy 9 2 2
I(ﬂ aU)(;(fiag)[z])_4g;2x 4!22 (Cealz_cle_alz)jl ellex—pt+4-9,2)
z

2<0661Z+ Ce%2)+
z

D =

2..(_)xi(,3—aU) v .8 z t a— 3, z
{(5—aU)2—4Q§((’el OO

20, Vp—alU)—4 R —42
V(B —al) _ 4“(362 Z(Cehi— (' e=7) | eilax—Bt+d,2)
B—al)*—4£2

w= (Ceﬁlz +C 6*'31 z) ei(o:x—ﬂ t+4-4,2)

p _&1 [2 Qy(Cer51z+ C %%+
o

+VB—aUP— 42— P (Ceh?— Ceh?)| ellex—Fthda)

Es ist hier zu beachten, da £y nur im Drucke eingeht. Sehr bemerkenswert ist
es auch, daB diese Bewegung nicht mehr wirbelfrei ist, wie es bei den speziellen, zwei-
dimensionalen Storungshewegungen der Fall gewesen ist.

Die Integrale (5) enthalten vier willkiirliche Konstanten: «, §, C und C'. Damit die
Bewegung eindeutig festgelegt werden kann, miissen dann noch gewisse Relationen zwischen
diesen Konstanten gegeben oder gefunden werden. Diese Relationen ergeben sich nun
aus den vorhandenen Grenzfiichenbedingungen.

Wir beriicksichtigen zuerst die Randbedingungen an den starren Grenzflichen. Wenn
die Gleichungen derselben durch z=-—h! und z==h! gegeben sind, so gibt die Rand-
bedingung (17, 3): wz—--p1 =0 und w,-pu=0; aus (b) folgt dann:

yI I 51
Cl e~ H + Tt =9

ol eaf B + o e—«s}T B (6)
Hieraus ergibt sich ferner:
C'—C"=cotgh 8L BT . (CT 4 C7) @

CM— M= —cotgh 6L L. (CTT4-CTH)
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in welcher Form wir die aus den Randbedingungen erhaltene Relation zwischen € und C’
verwenden werden.

Aus der Gleichung der gestorten Diskontinuititsfliche (17, 4) ergibt sich ferner wegen
der Gleichung der ungestorten Diskontinuitétsfiiche (16, 4) und der Integrale (5):

[— gz (1 — &) -+ 2 Q2 (&1 TF — &1 U] 2+

I .
‘l‘{%—l [2 .Qy(CI-i— C'I) + V(ﬂ—a UI)‘-’_4 ‘Qi_4 _Qg (CI_ C/I)] L

s

I
a’ [2 Q24 (CH+C)+V(B—aUT)*—4 22 —4 02 (CH—O’H)]} glex—Ffh—g.

Wenn hier zur Abkiirzung die Amplitude der schwingenden Fliche mit Z bezeichnet
wird, wodurch die Gleichung der gestorten Diskontinuititsfliche in der Form

z=2 ei(rLXvﬂﬂ (7)

erscheint, so ergibt sich aus der obigen Gleichung, indem noch (6) Anwendung findet:

— gz (T—e) + 2 Qy (1 U'— M UY) | Z +
4y

I .
+ 871 [2 Qy+V(B—aU)>— 42— 40> cotgho! R (C1+ ) —

I ;
— L2y — V(B aUT” —4 22— 40 cotgh 61 AU (CTI+ CT)=0. 8)
a

Die Grenzflichenbedingung an der Diskontinuititsfliche (7) gibt schlieBlich nach

(17, 5') unter Beriicksichtigung von (16, 4) und (5):

C+01=—i(—alUY Z

.o 9)
Ol M= —i(—alUN) Z.

Das Einsetzen dieser Werte von C+C' in (8) gibt dann, wenn Z von Null ver-
schieden ist, die folgende Frequenzgleichung:

f(B—aU)V(—a U)*—4 Q2 —40% cotghdl A+

+el (B—a U V(B—aUD?—422—4 Q% cotgh o]l A=
z 1

=@l —eM) (ag-—202y48). (10)

Diese transzendente Gleichung zwischen a und S spielt eine fundamentale Rolle bei
den Wellenbewegungen, die uns in den folgenden Paragraphen dieses Kapitels beschiftigen
werden.

Wir machen sofort darauf aufmerksam, daB sich die Gleichung (10) fiir Qx=£,=0
auf die entsprechende Gleichung (12, 5) fiir zweidimensionale Bewegung reduziert.

Bevor wir zur Diskussion dieser Gleichung iibergehen, werden wir in die Integrale
(b) die Amplitude Z anstatt C als willkiirliche Konstante einfilhren. Unter Beriicksich-
tigung von (6) und (9) ergeben sich fiir die in den Integralen vorkommenden Ausdriicke:

i(B—al) Z

3, Z fa—8, 2
Conit O =" nho. 1

sinh 6§, (z— h)

iB—al)Z

8.2 (Ya—0,2__
Cei—Co M ==, &

coshd, (z—h).
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In (5) eingefiihrt, erhalten wir dann:

f—al) Z N
T Q0 .
! [(F o U)"— 4 (Bjsinh s, k| + P $=isinh ), (2 h)+

+(—al) V—aU)*—4 Q%42 cosh d, (z—h)] e ex P2
B—al)Z

’ [(FaUF 4 smhs, 5 | 2% —aU)sinhd, G—h) +
+202,V(B—al)?—4 Q2 —4 Q% icoshd, (z—h)] e (wx=ft48,2) (11)
= M 3 _ f(ax—pt4s, z)
w= Sinh o, & sinhd, (z—h) e 2
B—al)Z .
P A Mt )
€ sinh 5 h [2 £ysinh b, (z— h)+

+V(B—a U —4 Q2 —4 Q2 coshd,(z— h)] e *¥—Ftid2)

Fiir die Schicht I sollen hier e=¢!, U=U', 4,=0!, d,—0L, h=-—h!, und tir die
Schicht II sollen ¢=¢!l, U=UM, § =0, ,=06Il, h=h!T gesetzt werden.

Wie gewohnlich, ist von diesen Ausdriicken nur der reelle Teil zu behalten.

Die in den Gleichungen (11) verwendete Form der Integrale wird sich in den
meisten Féllen als hinreichend erweisen. Fir spezielle Werte der Parameter wird es
aber vorkommen konnen, daB die Koeffizienten eine unbestimmte Form annehmen. Dies
wird z. B. der Fall sein, wenn (8—alU)?’=4 £22 wird. Der Nenner in den obigen Aus-
driicken fiir u und v wird dann gleich Null; um endliche Geschwindigkeitskomponenten
‘behalten zu konnen, miissen dann auch die Zdhler fiir diesen speziellen Wert der Para-
meter verschwinden, was durch Einfithrung einer neuen willkiirlichen Konstante anstatt
Z bewirkt werden kann.

Aus den ‘Gleichungen (11) erhalten wir schlieSlich in der tiblichen Weise die folgen-
den Komponenten der Orbitalbahn eines Fliissigkeitsteilchens:

X Xy= [(F—a D) __Z4 %[ sinh 0, & [4 £2x 2zsinh 6, (z— h) —
—(B—al)V(—a UP—4 2% —4Q2 i cosh 0, (z— h)] el*x—F 1722
A L T R U)Z—Z4 Pl o k2 Pxf—aU)isinho, (z—h)+ 12
+2 0 V(B—aU)- 42 —4 D2 cosh d, (z— B)] ell**~ AL,
Z—Zy="— ﬁl—h sinh 8, (z— h) el (**-Ft10,2) |

Eine genaue Diskussion der Stérungsbewegung (11) und der Orbitalbahn (12) kann
erst nach einer Zerlegung der Gleichungen in ihre reellen und imaginiren Teile aus-
gefiihrt werden. Dies wird nun erst nach einer vollstindigen Diskussion der Frequenz-
gleichung (10) mdglich sein und kann deshalb an dieser Stelle nicht durchgefiihrt werden.
Bei den in den folgenden Paragraphen auszufiithrenden Untersuchungen einiger Spezial-
fille der hier gegebenen, generellen Theorie soll aber die Diskussion der Formeln (10—12)
mit den in jedem Falle stattfindenden Vereinfachungen ausgefiihrt werden.

Aus den Gleichungen (11) und (12) in der komplexen Schreibweise it sich aber
ein generelles Resultat ermitteln, das hier sogleich mitgeteilt werden soll.
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Durch Multiplikation der drei Komponentengleichungen bezw. mit
2 Qxsinh®d, (z—h), —V(B—a U —4 2 —4 €2 sinh 6, (z— k) cosh d,(z—h) und
402
B—al)2—14 .QE

20, [cosh2 d; (z—h)—

und nachfolgende Addition ergibt sich néimlich éine identisch verschwindende lineare
Kombination der Komponenten, indem sowohl der reelle wie auch der komplexe Teil des
Koeffizienten rechts gleich Null werden.

Wir schreiben diese Relation in der Form:

Autupv+rw=0.

. dx dy dz . . . .
Wenn hier u= -, U—Et—, w= a7 eingefihrt wird, ergibt sich auch:
Adx+udy+vdz=0, (13)

eine bequeme unnd oft integrable Form fiir die Gleichung der Stromlinien. Die Koeffi
zienten 4, wu, v sind dabei nur Funktionen der z-Koordinate. Sie miissen entweder reell
sein oder, wenn dies nicht der Fall ist, als Produkte einer reellen GroBSe und eines ge-
meinsamen komplexen Faktors darstellbar sein.

Entsprechend folgt aus (12):

Ax—x0) +p (Y —yo) +v(z—25)=0 (14)

als Gleichung der Orbitalbahn. Wegen der unendlichen Kleinheit der Stérung kann nun
z in erster Néherung durch z, in den Koeffizienten 1, u, » ersetzt werden, wodurch die-
selben als konstant fiir eine Orbitalbahn erscheinen. Die Gleichung (14) wird aber dann
eine Ebene darstellen, die wir kurz die Orbitalebene nennen. A, u, v kénnen somit als
die drei Richtungskosinus der Normale zu der Orbitalebene interpretiert werden, und wir

erhalten:
Mi= 2Qsinh®$, (z— h)
Mu=VB—aUP—4 2 —4 02 sinh 6, (z— h) coshd, (z— h) (15)
0 42
My= 28, {cosh‘é1 (z—h)— B—aUP— 4_@3} ’

Die Verhéltniszahl M bestimmt sich mit Hilfe der bekannten Relation:

Ppt =1,
zu:

(B—aUP— 4 —4(?
(B—al)— 402

4%
M=+ V{coshzél(z—h)— ——"——} {(ﬂ—ozU)?‘sinh2 0y (z—h)+ 402 (15)

(ﬁ—aU)2—4Q§

Das doppelte Vorzeichen vor der Wurzel rithrt daher, daB die Normalenrichtung
zweideutig ist.

Fir die Diskussion der Gleichungen (12) ist es sehr empfehlenswert, ein neues
kartesisches Koordinatensystem einzufithren, das zu der Orbitalebene (14) und deren
Normale orientiert ist.

Es seien &, #, { die drei Achsen, wovon & in die Schnittlinie zwischen der Orbital-
ebene und der xy-Ebene fillt, wihrend ¢ dje Richtung der Normalen besitzt. Die Rich-
tung der y-Achse ist dann eindeutig festgelegt durch die Bemerkung, daB &, #, { in der
angegebenen Reihenfolge ein rechtwinkliges Rechtssystem bilden sollen. Es sei ferner
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w der Winkel zwischen der x- und der & Achse und # der Neigungswinkel der Orbital-
ebene zur xy-Ebene. Es bestehen dann die leicht zu bestdtigenden Relationen:

A =sinysin 8
pu=-—cosysin
v =0088 .

Mit den Werten (15) und (15') erhalten wir nun hieraus:
[(8—a U)?—4 2] sinh 6, (z—h)
+ V[(B—aU)y*—4 Q%] (B—aU)?sinh®5,(z—h) + 4 L[(f—aU)*—4 2 —4 Q7]

sin 8=

(16)

£ 20, V[(f—aUP—4 22| cosh?s, (z— h) — 4 02
+V[(B—alU)*—4 2] (B—aU)%sink®6, (z—h) + 4 Q2[(B—aUPP—4 L —4 2]

cos 6 =

Da ¢ als Winkel zwischen zwei Richtungen (der z- und der {-Achse) 180° nicht fiber-
steigen kann, muBl das doppelte Vorzeichen vor der Wurzel in dem Ausdruck fiir siné
so gewihlt werden, daB sin @ immer positiv bleibt. Je nach der Wahl des Vorzeichens
vor dem anderen Wurzelzeichen in dem Ausdruck fiir cos # wird dann # im ersten oder
im zweiten Quadranten kommen. Wir kionnen z. B. die Wahl so treffen, daB § immer im
ersten Quadranten bleibt.

Ferner ergibt sich:

2 Qxsinh §, (z— h)

+V[(B—aUP =4 Q2] cosh? §, (z—h) —4 Q2

siny =

VB —aUF—4 @ —4 0% cosh 6, (z— ) {17

T VF—a UP— 2] cosh? o, (z—h)—4 Q2

cosy

wo das doppelte Vorzeichen nach der getroffenen Wahl der Normalenrichtung durch (16)
eindeutig festgelegt ist.
Fiir die Koordinaten in der Orbitalebene erhalten wir schlieflich:

E=(x—ux,)cosyp+(y—y,) siny
(18)

zZ—2z,

- 1
1=l —axy) siny + (g —yo) cosy] o g="o

Durch Einsetzen der Ausdriicke (12), (16) und (17) ergibt sich hieraus nach ein-
facher Rechnung:

(B—a V[(B—a Up>— 4 Q2] cosh?, (z— h) — 4 Q2

£ 7 X Li{nx—pt4-0,z)
§=+iZ [(F—aUP—4 2 sinh 0, e :
(18)
: I 4 OV (B2 inhe S (7 2 [(A— I)2—4 (2 —4 (2
2 VI(B—aU)*—4 Q2] (f—aU)? sinh?§, (z—h) + 4 Q2 [(B—aU)*—4 Q22— 4 2] L)
[(B—aUy—4 !23] sinh é, h
In reeller Form konnen diese Gleichungen folgendermaBen geschrieben werden:
E=a,cosp—a,sing, n=h,cosp— b,sing, 19)
WO

p=R(ax—pt+,2)

ist, wihrend die reellen Koeffizienten a,, a,, b,, b, bei stabilen Wellen Funktionen von
z allein sind, bei instabilen Wellen aber auch den Faktor e’ ! enthalten.
Durch Elimination von ¢ aus den Gleichungen (19) erhalten wir nun:

(b3+Db2) 2—2(a, b, +a, b,) £+ (a2+ ad) nE=(ayb,—a,b,)* . (19)
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Bei stabilen Wellen wird diese Gleichung eine Ellipse darstellen. Auf eine Diskus-
sion der GrdBe ihrer beiden Achsen, sowie der Lage der groBen Achse in der Orbital-
ebene, in ihrer Abhingigkeit von den auftretenden Parametern, konnen wir bei dieser
Gelegenheit nicht eingehen, da eine genaue Zerlegung der Koeffizienten auf der rechten
Seite von (18) in ihren Reell- und Imagindrteil noch nicht durchgefiihrt werden kann.

Bei instabilen Wellen werden die Achsen der Ellipse den Faktor e’:! enthalten; die
Bahn eines Teilchens wird sich dann spiralférmig um die Ellipse (19) herumwinden,
unter stéindig wachsender Entfernung von derselben.

Die Bestimmung der Umlaufsrichtung eines Teilchens in seiner Orbitalbahn muB
auch auf eine spitere Gelegenheit, nach der Diskussion der Frequenzgleichung, ver-
schoben werden.

§ 19. Die Schwingungen einer einzigen Schicht zwischen zwei parallelen,
starren Grenzflichen.

Wir werden in diesem Paragraphen den Fall von einer einzigen Schicht betrachten,
die zwischen zwei parallelen, starren Grenzflichen eingeschlossen sei.

Es sei die Gleichung dieser ebenen Flichen durch z=0 und z=— h gegeben. Das
Verschwinden der Normalkomponente w an diesen Grenzflichen gibt dann aus dem Aus-
druck (18, 5) fiir die Geschwindigkeitskomponenten:

C+C'=0

Ce %4 (e B=0 . 1
Bei nichtverschwindenden C-Werten muB folglich die Determinantengleichung:
e()‘l h__ efl)‘l h — 0 s
bestehen, d. h. es muB "
sinh 4, h==0
sein, und diese Gleichung ist nur fiir
0, h=mnin (2)

erfiillt, wo n eine ganze Zahl ist.
Durch Einsetzen des Wertes von 6, aus (18, 4) erhalten wir dann die folgende
Frequenzgleichung:

B—al)V—(B—aUP+42%+4 &L an
- (B—aUyP—42 " ah’

()

Hieraus folgt sofort, daB bei reellen Werten von a und 8 immer die Ungleichung
B—alP< 4!22—]—4.(2@

bestehen mufl. Wie schon erwédhnt (s. S. 82), stellt §—a U die Orbitalfrequenz dar; es

ist ferner f—a U:2T‘7,I,

a und B vorkommende Schwingung ist folglich nur fiir kleinere Werte der Orbitalfrequenz

wo T" die Orbitalperiode darstellt. Eine bei reellen Werten von

moglich. Der Maximalwert ist durch V4 .Qi-[—él:.Qi gegeben; nach (2') wird er einer un-
endlich kleinen Wellenlinge (a=) entsprechen. Fiir abnehmende Werte von o wird
auch die Orbitalfrequenz abnehmen, aber langsamer, so daB der unendlich langen Welle
(a=0) eine Frequenz 2 £, entspricht. Um noch kleinere Frequenzen zu erhalten, miiBten
eigentlich negative Werte von a beriicksichtigt werden, was aber nach Voraussetzung
nicht gestattet ist. Nun hat aber die Wurzel in (2') ein doppeltes Vorzeichen; wenn fiir
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B—alU<28, das negative Vorzeichen gewihlt wird, so bleibt die linke Seite von (2))
und folglich auch « positiv. Diese Schwingungen mit Frequenzen zwischen 22, und
Null werden a-Werten zwischen 0 und o« entsprechen.

Um ein quantitatives Bild der Frequenzgleichung (2') zu erhalten, ist dieselbe in

ha
Fig. 7 in ein kartesisches Koordinatensystem eingetragen, mit . als Abszisse und der

Orbitalfrequenz f—oaU als Ordinate. Es ist dabei Qy=(2; gewiihlt worden. Zur Voll-
stindigkeit sind auch die sich aus (2) ergebenden, negativen Werte von f—alU mit
beriicksichtigt worden, die symmetrisch zu den positiven liegen, mit der Abszissenachse
als Symmetrielinie.

B-all

N

R,

>
2

'i

3!

-,

ity - T

Fig. 7.

Zu jedem Wert von a entsprechen folglich vier verschiedene reelle Werte von
B—aU. Dies ergibt sich auch analytisch durch Quadrieren der Frequenzgleichung, wo-
durch wir erhalten:

{1 + (gﬂ (B—aUy— 4 {Qi—l— Q2 {1 + 2( ”ﬂ}(ﬂ aUP+16 04 (Z'—Z)Zo ,

7
ah

oder nach f—a U aufgelost:

2 r 2
20242 02 {1+2(”—“> } cYiiriotis o [1+2(ﬂ) }
z ah X z X 4

ah
3
nn
1+(a—h)

B—alU=4=% (3)

Da der Radikand immer reell, positiv ist, so erhalten wir zu jedem gegebenen Wert
von a vier verschiedene reelle Werte von f—al.

Aus der Figur ersieht man sofort, daB sich die #uBeren Kurvenzweige (mit
|B—aU|>2£,) bei abnehmendem Wert von £2x mehr und mehr den horizontalen Ge-
raden f—a U=-+Va Q% 4+ 4 Q% ndhern, um schlieflich fiir £,=0 in dieselben iiberzu-
gehen. Entsprechend werden sich die inneren Kurvenzweige (mit |f— aU]<<2£,) bei
abnehmendem Wert von (. der Abszissenachse nidhern, um fir £,=0 mit derselben
zusammenzufallen. Ist dann auBerdem £2x=0, so bleibt nur die Wurzel f~—aU=0 zu-
riick. Auf der Existenz dieser Wurzel, wenn £2,=£.=0 ist, haben wir schon friiher,
bei der Behandlung zweidimensionaler Stérungsbewegungen, aufmerksam gemacht (s.S. 17).
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Wir beschrinken uns auf diese Diskussion der Frequenzgleichung (2) und gehen
Jetzt zu der Stdrungsbewegung iiber. Aus den Integralen (18, 5) folgt wegen (1), wenn
nur eine einzige der vier Wurzeln von (2) beriicksichtigt wird:

40,80, . Thz an TNz
— C 1 J— S — 3 Y
u [(ﬁ—aU)2—4QZ sin % sin(ax—pt+9,z) ahcos & cos (ax ﬁl—}—ogz)J
an 20, zn

2Qx(ﬂ—a1)) . ntnz
= i —
v [(ﬁ 0P 4 ;g sin cos (ax gt+ (52 z)+ } cos

nnzsin(ax—ﬁt+(322) ' )

Z sin (ax——/ft+62z)J

w=—2~Csin

nnz ln(ﬁ_aU)Q—452§c JTnz (@x— Bt b,z
I s R 08— —|cos{ax B 2 Z) ,

p:—é 0[2 ysin

wo nach (18, 4)
4!2_}592(1

T (B—alUpP—42

9

ist.
Um die Diskussion dieser Integrale leichter durchzufiihren, betrachten wir zuerst
die Projektion der Stromlinien auf die xz-Ebene. Fiir die entsprechende »Stromfunktion«

Y, wobei

oV 0w
U=—, W=——
2z 2x
ist, erhalten wir:
1
EZ’:~—;O’sin nl?zcos(ax—ﬁt—l—égz). (5)

Diese Funktion verschwindet an den n+1 parallelen Ebenen:

2h —
P Rt L ®
n n n

Die ganze Schicht von der Hohe h ist also in n parallele Partialschichten von der
Hohe % zerlegt, wobei die Storungsbewegung innerhalb einer Partialschicht von der Be-

wegung in den angrenzenden Schichten unabhingig ist. Da die Normalkomponente der

Geschwindigkeit an den Ebenen (6) verschwindet, konnen dieselben auch als starr be-

trachtet werden, ohne daB dadurch die Storungsbewegung (4) eine Anderung erleiden wird.
Die »Stromfunktion« (5) verschwindet auch an den Ebenen:

ax+6gz=(k+%)n+ﬁt,

wo k sdmtliche positive und negative ganze Zahlen bedeutet. Zwischen zwei aufeinander-
folgenden von diesen Ebenen mufBl die »Stromfunktion« ¥ geschlossene Aquiskalarkurven
aufweisen. Das momentane Stromfeld der Flissigkeit ist also in parallelepipedische
Stromgebiete mit dhnlichen Stromlinien zerlegt, wobei die Stromrichtung in zwei angren-
zenden Gebieten immer entgegengesetzt ist. Die Hohe dieser Partialgebiete ist gleich

ﬁ, wihrend ihre Breite durch z gegeben ist. Die Neigung der Seitenwinde ergibt sich aus
n a

“ (B—al)—40°

tgo=—<==

5, 40,0,

und kann folglich alle Werte von O bis 7 annehmen. Fiir (8-—aU)?=402 ist die Nei-
gung gleich Null; um unendliche Geschwindigkeitskomponenten zu vermeiden, muf3 dann
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C=0 gewihlt werden. Die Bewegung wird aber dann zweidimensional, indem sie nur
in der xy-Ebene vor sich gehen kann. Um ein Unendlichwerden der Geschwindigkeits-
komponenten (4) zu vermeiden, konnte auch [(ﬁﬁa U)2—4Q§] C’ anstatt C als neue
willkiirliche Konstante eingefiihrt werden.

Fiir Q,=0 wird die Neigung der Seitenwiinde gleich 90°. Dasselbe gilt auch, wenn
auBerdem ;=0 ist. Die rechte Seite der obigen Gleichung fiir « wiirde dann eigentlich

0
die unbestimmte Form 0 annehmen, da in diesem Falle f§—oa U=0 ist, wie wir schon

gesehen haben. Durch Betrachtung der Integrale findet man aber leicht, daB J,=0 ist,
wihrend o willkiirlich bleibt, woraus sich w=90" ergibt.

Die Storungsbewegung (4) ist-durch die Rotation @ bedingt. Bei verschwindender
Rotation bleibt noch eine x- und z-Komponente der Bewegung tibrig, wihrend die
y-Komponente und der Storungsdruck verschwindet. Der letztere kann also nur bei
vorhandener Rotation eine regulierende Einwirkung auf die Bewegung ausiiben. Die
Storungsbewegung, die nur im zweidimensionalen Spezialfalle wirbelfrei ist, stellt die
von ~der Rotation beeinfluften Eigenschwingungen der ganzen Fliissigkeitsschicht dar.
Fiir n=1 ergibt sich die Grundschwingung, wihrend fiir n=2, 3, ..., die erste, zweite,
..., Oberschwingung zur Darstellung kommdt.

Die Diskussion der Stérungsbewegung (4) ist bis jetzt ganz allgemein gefiihrt worden.
Es gibt aber zwei Spezialfille dieser Storungsbewegung, die von besonderem Interesse
erscheinen und deshalb in aller Kiirze erwihnt werden sollen.

Wie wir schon gesehen haben, bewirkt die Rotation eine Zerlegung des Stromfeldes

in parallelepipedische Stromgebiete von der Hohe %und der Breite %. Die Konstante
an
“h’
halben »Wellenlinge« zur Hohe der Partialschicht dar. Die uns interessierenden Spezial-
falle treten nun ein, wenn dieses Verhiltnis eine sehr groBe oder eine sehr kleine Grofie
ist. Es bestehen dann gewisse Vereinfachungen, die an die Verhéltnisse bei den »langen<
und den »Kkleinen« Wellen erinnern.

Wir beschrinken uns darauf, diese Vereinfachungen fiir den Fall der Gleichung (3)
anzugeben; dieselben kiénnen aber auch bei der Storungsbewegung (4) zur Anwendung
kommen.

die in der Gleichung (3) und in der Figur auftritt, stellt somit das Verhiltnis der

(a) Es sei erstens die Konstante 71% sehr groB. Die rechte Seite von (3) kann dann
a
in eine Reihe nach steigenden Potenzen der kleinen GroOBe _an entwickelt werden, wo-
Jv

durch wir erhalten:
02 2
pmav—fo oz o S e(o Z(enf ]

4 5/ \xn

Wenn nur das erste Glied rechts beriicksichtigt wird, erhalten wir bloB die zwei
Werte: f—alU= + 2£,. In erster Anndherung ist also die Stérungsbewegung zwei-
dimensional (s. oben), und zwar bewegen sich die Fliissigkeitsteilchen in ihrer Trigheits-
bahn herum, wobei die Umlaufsrichtung positiv oder negativ ist, je nachdem Q. = 0 ist.

Bei Beriicksichtigung weiterer Glieder in der obigen Reihenentwicklung wird die
Bahn der Teilchen etwas modifiziert, obgleich ein quasi-horizontaler Charakter noch besteht.
Es ergeben sich aber nun vier verschiedene Werte von f—aU.

Diese Form der Stérungsbewegung wird in einer sehr diinnen Schicht zwischen
zwei parallelen, starren Grenzflichen in die Erscheinung treten. Ks ist ja auch sehr
plausibel, daB die Bewegung in diesem Falle angenéhert den Grenzflichen parallel verliuft.
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(b) Es sei nun zweitens die Konstante Z—Z sehr klein, indem z. B. die Flussigkeits-
schicht von groBer Dicke ist, wobei auch eine unendliche Dicke vorkommen kann. Die

Entwicklung von (3) nach Potenzen von % gibt dann die vier Wurzeln:

S 2 4 n\2
+ V2t a l {1~.,%’“.(”—)
Vidiradt @ 0iv2 0 \an) T }
f—al=

2 0, n
__%z h _l_ LR
V22 @
Die Wurzeln liegen in der Nihe der horizontalen Geraden f—a U—I i 04 Qx+4g
(s. Fig. 7), um bei unendlicher Dicke der Fliissigkeitsschicht mit denselben zusammen-
zufallen. Die Kurvenzweige der Fig. 7 nihern sich also bei wachsender Schichtdicke
allméihlich den Seiten ihrer zwei umschliefenden Vierecke. — , ]
Aus den Integralen (4) kénnen in bekannter Weise die Stromlinien und die Bahn

eines’ Fliissigkeitsteiichens bestimmt werden. Der Verlauf der Stromlinien ergibt sich
durch Integration der Gleichungen:

udz—wdx=0, vdz— wdy=90.

Aus der ersteren erhalten wir unter Beriicksichtigung von (4):

sin 222 cos(ax—pt+d,z)=K
wo K eine fiir die betreffende Stromlinie charakteristische Konstante ist, deren Betrag
<1 ist. Diese Gleichung stimmt mit (5) tiberein, und ist somit schon friiher diskutiert
worden.

Mit Hilfe dieser Relation ergibt sich ferner aus der zweiten Gleichung der Strom-
linien:

A =K' e*¥, (M

L% —alyaK 20y
UL R J‘Vsm?"“ K [ nnz]ﬂaU
. sin —

mit K’ als neue Integrationskonstante. Diese Gleichung enthilt somit ein elliptisches
Integral, auf dessen Auflosung wir aber nicht niher eingehen konnen. Es soll hier nur
angefiihrt werden, daB das elliptische Integral fiir Q=0 nicht mehr vorkommen wird.
Die zu K=0 und + 1 gehdrenden Stromlinien kénnen tbrigens auch fiir 25+ 0 durch

elementare Funktlonen ausgedriickt werden.
Fir die Komponenten der Orbitalbahn éines Fliissigkeitsteilchens ergeben sich

aus (4):

.. TNz
(B —aly— & S0 g coslex—fitho,a) +

C [ 4 0, 0,
X — Xo=

p—al
n

N nn AN
ah h

Z sin (ax— ﬂt—l—dgz)J

C 2.{2x(ﬁ**(1U) .. anz |
= r— Bt+6,z) — 8
y— 1, ﬁ*aU[(ﬁ~aU)2—4Q§Sm P sin (ax — ft+ 6, z) (8)
an 20, Tnz
ahﬁ— cos—h——cos(ax /fH—(S.zz)J
Z—zo:——C—Sinn—nzcos(ax—/ﬁ’t—i—égz)-
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Hieraus folgt fir die Gleichung der Orbitalebene (vgl. die entsprechenden Rech-
nungen des vorigen Paragraphen):

. oTNZ nn(ﬁ—am2—4Q§ ., aInz nnz
2 Qxsin T'(x_x")_ﬁ F—al sin ——cos — (Y—y,) +
4 02
_ 27'[112 x . _
2 .Qz[ cos % + (ﬂwaU)g—éLQz] (z—2z)=0. (9)

Der Neigungswinkel 8 der Orbitalebene mit der xy-Ebene ist ferner durch

[(8—aU)>—4 Q2] sinnzz
sin 6§ =
+ V[(,B——aU)*—éL 07 (ﬂ—aU)"sin“’J% +4 R[—(B—alU+4Q2+4 02
(10)
+ 20, V[——(/S—aU)“’+4 o3l cos“’% +a2
cos 0=

+ V[(ﬁ—aU)"’— 4 Q2(p—aU)*sin® T4+ 4 Q[ — (B—al)*+4 Q% +4 2]

gegeben, wo die doppelten Vorzeichen vor den zwei Wurzeln so zu wéhlen sind, daB 6
immer im ersten Quadranten bleibt (s. S. 59).

Der Winkel v, den die Schnittlinie zwischen der Orbital- und der xy-Ebene mit der
x-Achse bildet, ergibt sich ferner aus:

. n
2 Qx sin nhz

sin y=

+ V[“(ﬂ—aU)‘z—i—-:l PJoos™Z +4 0%

(11)
COSnnZ

wn B—al)’—4 Q%

COS Y—=—~

ah —alU )
p + V[—(/s—aU)2+4 Q7 cos‘Z”T“ +402

Das Vorzeichen vor der Wurzel ist durch (10) eindeutig festgelegt.

SchlieBlich erhalten wir fiir die rechtwinkligen Komponenten &,  der Orbitalbahn,
wenn die Orbitalebene als Koordinatenebene gewihlt wird, mit der &-Achse in der Schnitt-
linie zur xy-Ebene:

nz

C 9 9 .
E=4 F—aly—1 QEV[_ (B—al)*+4 Q% cos‘n—ﬁ— +4 Q2 sin (ax—ft+d,2)

(12)

CV[(ﬁ—aU)2—4 Q2(—aU)?sin® 722 +4 Q2[—(B—al)*+4 Q2 +40Q2]
n="T ~ cos (ax—pft+6,2).
[(B—aU)*—4 Q2] (B—al) :

Fiihren wir hier
E=acos g, y=Dh sin ¢ (13)

ein, so erhalten wir zuerst:
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— ¢ V 8 9 s TNZ 9
a= F—al) — 2 0F [—(—aU)*+4 Q2] cos’ —— +4 (7
/ nz (13)
| C’]V[(/S—aU)'%—4 QN (—al)?sin® == +4 Q— (f—alU)’+4 Q% +4 Q]
b

[[(—al)*—4 Q2 (f—al)]

Durch Bildung des Ausdruckes:
Cl— (B—al)’+4 Q%+4 Q7
[(B—alU)?—4 !22] B—al)? ’

ersieht man, daB a=b ist, je nachdem (f-—aU)*=4 Q% ist. Fiir (§—al)’=4 Q2 wird
der Ausdruck unendlich; wie wir schon gesehen haben (8. 63), mu8 dann [(8—aU)*—4 Q2] ¢’
als neue willkiirliche Konstante anstatt C eingefiihrt werden, wodurch sich in diesem
Falle a=b ergibt. Auch fir (8—alU)’=4 Q%+4 Q2% ergibt sich a=b. Die Orbitalbahn
ist also-in diesen beiden Fillen kreisférmig; sonst ist sie elliptisch mit der groBen Achse in
der Richtung der &-, bezw. n-Achse, je nachdem (f—aU)*=4 Q2 ist.

Ferner erhalten wir durch Division der zwei Gleichungen (12), unter Beriick-
sichtigung der zweiten Gleichung (10):

%: —ﬁz_ggcos 6tg (ax—pBt+d,z).
14

2 2

a’—

Das Verhiltnis 15 kann aber nach (13) durch % cotg ¢ ersetzt werden, und da ferner
7

nach (13" und (10')

a |f—aU]|
b 1‘2 Qzl cos ¢
ist, so ergibt sich schlieBlich : ‘
| Q:(—al)]
cotg o= — ————tog (ax—pt+,2). 14
g Q:(B—al) g ( /5“ 2 2) (14)
. . - d 9 2 3 . .
Durch Ausfiihrung der Differentiation TR a_t+ Ua erhalten wir hieraus die
wichtige Gleichung: »
ok < Tt R I B . 15
qt 0, |p—aU]| (15)

Die Winkelgeschwindigkeit eines Teilchens wihrend seines Umlaufes in der Orbital-
ellipse ist folglich gleich dem Betrage der Orbitalfrequenz. Die Umlaufsrichtung des
Teilchens ist ferner positiv (zyklonisch) oder negativ (antizyklonisch), je nachdem £2,<:0
ist. Die Umlaufsrichtung in der Projektion der Orbitalellipse auf die xy-Ebene wird
auch dasselbe Verhalten zeigen, da der Neigungswinkel @ der Orbitalebene immer im
ersten Quadranten bleiben sollte.

Wir werden zum SchlufB die rdumliche Orientierung der Orbitalebene fiir verschiedene
Wellenlingen und Orbitalfrequenzen untersuchen, indem wir uns dabei auf positive Werte
der Orbitalfrequenzen beschrinken. Das Resultat konnte iibrigens auch leicht auf negative
Orbitalfrequenzen ausgedehnt werden.

Es sei zuerst a=o, d. h. f—aU=V4 0% + 4 OF

Dieser Grenzfall einer unendlich kleinen »Wellenliinge« in der x-Richtung ist mit
einer rein konvektiven Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢=U in dieser Richtung verbunden,
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widhrend der Storungsdruck verschwindet. Die Neigung der Orbitalebene folgt nach

(10) aus:
[2.Qx] [2 0]
0s

V4 0%+ 4 02 VaR+40?

gin 8 =

sie ist folglich in der ganzen Fliissigkeitsschicht von demselben Betrag. Fiir | Qx|==|£;]
ist sie gleich 45°, und sie wird grioBer oder kleiner als dieser Wert sein, je nachdem
| Qx| =|92;] ist. _

Nach (11) ist ferner v iiberall gleich +90° oder —90°, je nachdem Q4 und £, das
gleiche oder das entgegengesetzte Vorzeichen haben. Die Orbitalebene steht folglich
senkrecht auf der in die xz-Ebene fallende Komponente des Rotationsvektors. Die
Orbitalbahn ist kreisformig, wie wir schon gesehen haben. Der Radius des Kreises wird
nach (13) gleich: '

| c Sinnnz ]
=2, n |’
er erreicht folglich seinen Maximalwert 2% in der Mitte einer Partialschicht und ver-
X

schwindet an den Grenzen derselben. Es liegt deshalb eine besondere Form der Trigheits-
bewegung vor, die von den x, z-Komponenten der Rotation verursacht ist.

Wir lassen nun o abnehmen. Dann wird auch 6 abnehmen, wenn auch nicht in
demselben Verhiltnis in allen Hohen der Fliissigkeit. In der Mitte der Partialschichten
wird ndmlich 6 den groBten Wert erreichen, und dort wird er mit o in stindigem
Abnehmen sein, wihrend er an den Grenzen derselben immer gleich Null ist. Gleich-
zeitig mit dieser Abnahme von ¢ wird die Orbitalebene eine Drehung um die (z-—zy)-
Achse ausfithren, ausgenommen in der Mitte der Partialschichten, wo y immer noch
gleich +90° oder — 90° bleibt. Der Wert von v bestimmt sich am einfachsten mit Hilfe
der folgenden, aus (10) und (11) sich ergebenden Relationen:

4 0,0, an 262, TNz

5t IR 28 g cotg TRZ. 1
G—aly—d @0 SV T g —LuBl R (1)

sin yp =

Da tg 6 immer positiv ist, widhrend cotg 7%5 in der oberen Hilfte einer Partialschicht

negativ, in der unteren Héilfte positiv ist, so ergibt sich, wenn Qx und £, vom selben
Zeichen sind, fiir ,>>0 eine Abnahme des Winkels v von 180° bis 0°, von oben nach
unten in der Partialschicht gerechnet, und fir £,< 0 eine Zunahme von 0° bis 180°.
Sind Qx und £; von entgegengesetztem Zeichen, so folgt entsprechend fiir ;>0 eine
Abnahme des Winkels ¢ von —0° bis —180°, und fiir 2, <0 eine Zunahme von
—180° bis —0°. :
Es sei ferner: a=0, f—aU=|20,].

Es wird dann #=0 sein; die Bewegung findet folglich nur in der xy-Ebene statt, und
zwar ist sie kreisformig mit dem Radius: |20QxC’|. Der Stérungsdruck verschwindet
nicht, wenn er auch von der x-Koordinate unabhingig geworden ist. Der Winkel y hat
eigentlich keinen Sinn in diesem Falle; aus den Formeln ergibt sich aber ein Grenz-
wert fiir a—> 0. Wenn z. B. sowohl Qx als auch Q. positiv sind, erhalten wir dann

zpzn-}—nTnz; in der oberen Partialschicht variiert also v von 180° bis 0°, von oben nach

unten gerechnet.

Fiir (3—alU)*<{402? liegt die groBe Achse der Orbitalellipse lings der x-Achse;
vy gibt folglich den Winkel zwischen der kleinen Achse und der x-Achse. Sein Verhalten
in einer Partialschicht ist durch die oben, fiir (83— alU)?>>402 angegebene Variation
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von v vollstindig bestimmt, denn aus (16) folgt néimlich, daB sich das dortige Verhalten
fiir positives £, mit dem hiesigen fiir negatives Q. vollig deckt.

0 wird wieder mit a wachsen, indem er doch an den Grenzen der Partialschichten
immer gleich Null bleibt.

Wenn schlieflich a==ow, §—aU=0 geworden ist, ergibt sich 6 aus:

. @wNEZ
‘2!22 smT' 402 4408 coszn;:z
sin 8= 7—2*_5—, cos = 3 52
4 0% +4 Q7 4 0°+4 Q7
In der Mitte einer Partialschicht ist folglich tg 6= g—z , wodurch der Rotationsvektor Q
X

hier in die Orbitalebene fallen wird.

Der Storungsdruck wird verschwinden, wihrend die Geschwindigkeitskomponenten
endlich bleiben, falls C+0 ist. Da aber in diesem Falle aus (13} zu ersehen ist, daB die
lange Achse der Orbitalellipse fiir abnehmende Orbitalfrequenzen immer groBer wird, um
zuletzt fir verschwindende Orbitalfrequenz unendlich zu werden, was mit einer kleinen
Stoérung nicht vereinbar ist, so muf die willkiirliche Konstante C den Faktor 8—aU ent-
halten, z. B. gleich (8—aU)C" sein. Dann werden aber auch die Geschwindigkeits-
komponenten der Stérung mit —aU gegen Null gehen; die ganze Fliissigkeitsschicht
bewegt sich also allein mit dem gleichférmigen Grundstrom fort.

§ 20. Die Wellenbewegung in einer unendlichen Schicht mit freier Oberfliche.

Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Wellenbewegung in einer einzigen Schicht iiber,
deren obere Begrenzung eine freie Oberfliche sei. Die Losungen fiir diesen Fall konnen
sofort aus den generellen Formeln des § 18 durch Nullsetzen aller Konstanten mit dem
Index II bestimmt werden. Um moglichst einfache Resultate zu erhalten, werden wir
uns in diesem Paragraphen darauf beschrinken, die Diskussion der Losungen fiir den
Fall von unendlicher Tiefe der Fliissigkeit durchzufiihren.

Wenn in den Integralen (18, 11) h=-—h'=— o gesetzt wird, so ergibt sich, indem

Lim sinh' d,(z—h) :—ei Blz’ lim cosh' 6, (z— h) T ei 8z
h—y—o sinh &, h h—>—e sinh 6, h
sind :
ye B—al Z[40:0:0 4 (B—aU)V(F—al)’~ 402 — 4 Q%] ellex—h0-+0z
B—aUy—4 2 = x z
v B2V 1o Qx(B—al)F 20:V(B—aU)’— 4 22— 4 QZi]ellex—FD+0z
B—aly —402° A
w=—ji(f—al)Zellx~F+oz (1)
p=e="Y 2[00, +VE—alr— 4 0L a@Z|eltex - p0 402,

Es ist hier =+ 8, +1d,, oder nach (18, 4):

s E a(B—alU)V(f—alU)*— 422 — 42 +4 QO ai '
(B—al)®—4 022
Damit die Bewegung im Unendlichen verschwinden kann, muBl das doppelte Vor-
zeichen vor der Wurzel so gewéhlt werden, daB die Bedingung:

R(3) >0 3

(2)

immer erfillt bleibt.
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Aus der Frequenzgleichung (18, 10) folgt ferner, indem fiir unendliche Tiefe
cotgh 8, h=1 ist: .
+ (B—al)V(B—alU)—4 Q2 —4Q—=ag:—2 Q8. (4)

Wegen dieser Gleichung kann das Wurzelzeichen in (1) und (2) weggeschafft werden.
Besonders einfach gestaltet sich dann die Druckgleichung, die folgende Form erhélt:

p=c(g:— 2Ry U)Zel@ex—F0+3z, 1)
Aus (2) ergibt sich entsprechend:

agz-“‘z.Qyﬂ"I"é!: .ngzi

0=a (B—aUy—40?

@)

Aus der Gleichung (4) folgt sofort, daB bei reellen Werten von « und g die

Ungleichung
(B—alU)’ =422 +4 022

immer bestehen muB, wodurch blo Sehwingungen mit groferen Orbitalfrequenzen moglich
werden. Es ist beachtenswert, daB die Orbitalfrequenzen fiir die Schwingungen einer
Schicht zwischen starren Grenzflichen ein gerade umgekehrtes Verhalten gezeigt haben

(s. 8. 80). Der sich dort ergebende Maximalwert V4 Q2% +4 Q2 ist ja gerade gleich dem

hiesigen Minimalwert der Orbitalfrequenz.

Um die Abhiingigkeit der Orbitalfrequenz von der Wellenlinge besser iiberblicken
zu kOnnen, werden wir auch hier, wie es im vorigen Paragraphen der Fall gewesen ist,
die Frequenzgleichung (4) in einem Kkartesischen Koordinatensystem graphisch aufzeichnen,
mit o als Abszisse und B—aU als Ordinate. Zu dem Zweck schreiben wir zuerst die
Gleichung in der etwas verinderten Form:

B—alU)[2Qy £ VB—aU)—4Q%—4 Q?]=a(g.—202,U). @)

Aus dieser Gleichung folgt nun sofort, daB einem unendlichen o ein unendlicher
Wert von S—alU entsprechen muB. TFiir sehr groBe Werte von f—aU kann aber O in
erster Niiherung gegen f-—aU vernachlissigt werden; aus (4) folgt dann:

+ B—aU)(—alU)=alg:-—22,U).

Bei irdischen Verhiltnissen ist g,)>) 2 QyU; da wir auBerdem bloB positive Werte
von o berlicksichtigen, ist das doppelte Vorzeichen so zu wihlen, daBl die linke Seite
immer positiv bleibt. Nach der obigen Gleichung kann nun 8—aU entweder reell, in
welchem Falle die linke Seite einfach (8—aU)? geschrieben werden kann, oder auch rein
imaginir sein. Die letzte Moglichkeit ist aber auszuschlieBen, denn nach (2') wére dann
R(9) <0, was mit der Bedingung (3) nicht vereinbar ist. Es bleibt folglich nur:

(B—alU)?=a(g:—282,4U). (5)
Diese Gleichung stellt nun eine durch Origo hindurchgehende Parabel dar, deren
Achse mit der positiven a-Achse zusammenfillt.
Mit derselben Niherung folgt aus (2):
B—al)?
gz—2 QyU.

6:(1:

Bei kleineren Werten von |f—aU/| wird die Kurve (4) anfangen, von der Parabel
auszuweichen, und zwar wird fiir ein bestimmtes a der Wert von |—aU| etwas groBer
ausfallen, als es nach der Parabel der Fall gewesen wire. SchlieSlich wird |f—aU|

den Minimalwert VéL Q% + 4 Q7 erreichen; es ergeben sich dann;
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/4Q2 + 402 .
e 20 04D Y2 4.
gz“‘2 !)yU !gx
Es ist also J rein imaginir geworden. Von dem doppelten Vorzeichen in dem
Ausdruck fiir a soll + fiir positive und — fiir negative Orbitalfrequenzen verwendet
werden.

Nur wenn £, und die Orbitalfrequenz von gleichem Vorzeichen sind, wird a >0
werden. Versuchen wir in diesem Falle die Kurve (4') fiir noch kleinere Werte von a
zu zeichnen, so ergibt sich aus (2), daB dann R(J) <0 wird, was gegen die Bedingung (3)
streitet. Dieser positive Wert von a wird deshalb einen Minimalwert darstellen.

Wenn nun @y und f—alU von entgegengesetztem Vorzeichen sind, wird der
minimalen Orbitalfrequenz ein negativer Wert von « entsprechen. Da wir aber bloB
positive a-Werte berilicksichtigen, brauchen wir
nur die Kurve (4) bis an ihren Schnittpunkt
mit der Ordinatenachse zu zeichnen. Setzen wir
nun o=0 in (4) ein, so folgt: f=2 2, welcher
Wert - in diesem Falle als minimale Orbital-
frequenz gelten wird. ,

Fiir irdische Verhiltnisse mit g,)) Qy wird
der Minimalwert von o sehr nahe an Null
kommen. In der Fig. 8, die eine graphische
Darstellung der Gleichung (4') gibt, ist deshalb
£y=0 gesetzt worden, wodurch die minimale

B-qU

Orbitalfrequenz an die Ordinatenachse kommt;
selbst mit dem vorkommenden Werte von £,
wiirde sie so nahe an die Ordinatenachse kommen,
daB sie in der Figur von derselben kaum zu
unterscheiden wire.

Es ist ferner 2 02,=20,=1,03.10"*sec™*
und ¢g=9,81 m sec™? gewihlt worden. Die Ein-
heit ist gleich 2 Q%+ 2 Q2 =1,06.10""° lings der

T Abszisse und gleich V4 Q% +402—1,46.10"*lings
der Ordinate.

Die gestrichelte Kurve stellt die Parabel,
die voll ausgezogene Kurve die Gleichung (4)
dar. Die Abweichung der zwei Kurvensysteme voneinander ist fiir groBere Werte von
| f—aU| ganz unmerkbar.

Jedem Wert von a entsprechen folglich zwei verschiedene Werte von g—alU. Fiir
Qy=0 liegen dieselben symmetrisch zur a-Achse; fiir Q,+0 ergibt sich aber eine kleine
Asymmetrie.

Diesen zwei Wurzeln der Frequenzgleichung entsprechend, mufB die vollstindige
Storungsbewegung die Summe von zwei Gliedern der Form (1) sein, wie wir es in den
zwei vorigen Kapiteln gesehen haben. Dadurch kénnen auch gewisse Anfangsbedingungen
erfiillt werden. Wir konnen aber nicht ndher darauf eingehen und werden fortan das
primitive Integral (1) als Stdrungsbewegung betrachten.

Die entsprechende Gleichung der schwingenden Oberfliche lautet dann nach (18,7):

Fig. 8.

Z=Ze““x_ﬂt),

wo, wie gewdhnlich, nur der reelle Teil zu behalten ist.
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Die Gleichungen (1) stellen eine dreidimensionale Wellenbewegung dar; in der
x-Richtung pflanzt sich diese mit der Geschwindigkeit czg fort. Fir kleine Wellen (a—>®)

ist, wie wir gesehen haben, die Wirkung der Rotation unmerkbar; die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit wird in diesem Falle nach (5):

Wenn keine Konvektion vorhanden ist, d. h. fiir U=0, reduziert sich diese Gleichung
auf die Stokes’sche Formel der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Oberflichenwellen
auf unendlich tiefem Wasser.

Fir lange Wellen muBl die Wirkung der Rotation mit berlicksichtigt werden, und
zwar folgt unmittelbar aus der Figur 8, daB fiir eine bestimmte Wellenldnge die Orbital-
frequenz durch die Rotation eine VergroBerung erleidet, wodurch auch die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit ¢ vergroBert wird. ’ ,

Bei abnehmendem o ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der x-Richtung wach-
send; fir a=w nimmt sie den rein konvektiven Wert U an und wichst so mit der
Wellenldnge, um zuletzt fiir a=0 unendlich groB zu werden.

Wie verhalten sich nun die Integrale (1) bei dieser Anderung der Wellenlinge?

Wir werden dieselben fiir einen Augenblick in der kiirzeren Form:

u=—A gllex—ptitoz p=Bellx—ptroz w= Cellex—B+oz

schreiben, wo die komplexen Koeffizienten A, B, C wieder in ihren reellen und kom-
plexen Teil zerlegt werden konnen. Es seien z. B.

A=A, +iA4,, B=B,+iB,, C=C +iC,.
Mit den Werten dieser Koeffizienten aus (1) erhalten wir nun fiir den Ausdruck
A2+ B+ CP= (A} + Bi+ C%) — (A3-+ B3+ C3) +2i(4, 4,+ B, B, + C, Cy)
den Wert Null, d. h. es bestehen die folgenden Relationen:
A2+ B+ C§:A§+B§+ c?
A A,+B B, +C,C,=0.

(6)

Der reelle Teil der Integrale (1) lautet nun:
R(u)=u,=[A, cos(ax—Bt+0,2z)— Aysin (ax— g t+ 8, 2)] €12

und entsprechend fiir die zwei anderen Geschwindigkeitskomponenten. Fiir den absoluten
Betrag V der Geschwindigkeit ergibt sich deshalb:

VZ=ud+ v+ ul=[(424+ B2+ C) cos(ax—ft+0,2) +
+ (AZ+ Bi+ CYsin?(ax—ft+0,2) — (A, A, + B, B+ C, Cy)sin 2 (a x— ft+ 0, 2)] €247,

oder nach (6):
V=YA2+ B2 + (2 6h*% .

Die (teschwindigkeit ist also nur von der z-Koordinate abhiingig, und zwar nimmt
sie exponentiell nach unten ab, nach demselben Gesetz wie die Geschwindigkeitskompo-
nenten und der Storungsdruck. Mit den Werten der Konstanten 4,, B,, C, in (1) er-
halten wir schlieBlich:

(Ul Z
V@—aU2—40Q

5 ez, )
z
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Aus den generellen Gleichungen des § 18 wissen wir schon, daB eine verschwin-
dende lineare Kombination aus den Komponenten der Stérungsgeschwindigkeit gebildet
werden kann. Im Falle unendlicher Tiefe lautet diese Relation:

22:uFVB—aUP—4R2—402 v+20, w=0;

die Koeffizienten sind also hier Konstanten.
Division mit d¢ und Integration gibt dann unmittelbar die folgende Gleichung der
Stromlinien:

20: xFVB—alU)—4Q2— 42 y+20,2=K. (8)

Die Stromlinien sind folglich ebene Kurven. Bei verschwindender Rotation (Q2x=,=0)
verlaufen sie in vertikalen Ebenen, parallel der xz-Ebene; es liegt dann die einfache
zweidimensionale Bewegung (mit v=0) vor, die im zweiten Kapitel behandelt worden ist.
Bei vorhandener Rotation werden aber die Stromlinienebenen eine schrige Stellung zu
der Vertikale einnehmen. Ihre Neigung 6 zu der xy-Ebene ist nach (18, 16) durch

T \2
sin 8= Vl——( 280 ) cos = 20,
—aU

f—alU
gegeben, wihrend der Winkel vy zwischen der x-Achse und den Schnittlinien der Strom-
linienebenen mit der xy-Ebene sich nach (18, 17) aus

C)

/(B — 2402 __ 2
Sinw: 2Qx s cosy= i] <18 a U) 4Qx 4 'QZ (10)

ergibt. Von dem doppelten Vorzeichen vor der Wurzel im Nenner soll + + gewdhlt werden,
je nachdem (2,==0 ist. Die zweideutige Wurzel im Zihler des Ausdruckes fiir cos y kann
tibrigens, nach der Frequenzgleichung (4), durch den eindeutigen Ausdruck %%gyﬁ
ersetzt werden. Nach (2) und den Bemerkungen S.70 wird nun ag,—20,4=>0; im
Zéahler des Ausdruckes fiir cosy muB folglich + oder — gewiihlt werden, je nachdem die
Orbitalfrequenz positiv oder negativ ist.

Um die Form der Stromlinien in ihrer Ebene bestimmen zu kénnen, miissen wir.
noch die Gleichung: udz—wdx=0, integrieren. Mittels der Werte (1) fiir die Ge-
schwindigkeitskomponenten ergibt sich dann:

— =D V(B—a U)® —403% 402
cos{fax—pt+d,z)=K'e (B—aT)® 4032

az (1 1)
Die linke Seite verschwindet an den Ebenen:
ax-l—égz:(k + —;—)n—l-ﬂt

wo k simtliche ganze Zahlen bedeutet. Die Stromlinien gehen asymptotisch gegen diese
Ebenen, um dieselben fiir z=ow zu erreichen. Zwischen zwei benachbarten Ebenen
(k=n und n+1) verlaufen die Stromlinien als zusammenhingende Kurven; sie fangen
bei z=c an, erreichen ihre groBte Tiefe irgendwo zwischen den zwei Ebenen (wenn
auch nicht ganz in der Mitte), um dann umzubiegen und sich allmihlich der Nachbar-
ebene zu ndhern. In zwei angrenzenden asymptotischen Ebenen wird folglich die Strom-
richtung entgegengesetzt sein. Die Neigung dieser Ebenen zu der xy-Ebene ist durch

a  (p—aUp—ae?
5 40, 0,

tgw=—
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gegeben. Wenn 0y und 2, von demselben Vorzeichen sind, wird deshalb der Winkel w
im zweiten Quadranten liegen, sonst liegt er im ersten. Es ist noch zu bemerken, dafi
er fiir kleine Wellen, wobei £ beinahe zu vernachlissigen ist, nahe bei 90° liegen wird.

Es bleibt uns noch fiibrig, die Orbitalbahn der Fliissigkeitsteilchen zu ermitteln.
Nach der iiblichen Methode erhalten wir aus (1):

. Z
C(B—aly—422

o Z
YT F—a U —

CZ—zy= Zei(ax-/?t)-i—(iz ,

x—x, [—40:0Q; £ (—alU) Y(B—a UR—40Q%—4 02 i] ¢l lex—F+oz

, (
i [2Qx(8—al)it 22, V(—aUP—402—40%] gllex—Fiz

wo wie gewdhnlich der reelle Teil zu behalten ist.
Hieraus folgt fiir die Gleichung der Orbitalebene:

20x(x—x) FVB—aUPR— 402 —422(y—yy +292; (z—2,)=0, (18)

die natiirlicherweise den Stromlinienebenen (8) parallel sein muB.
Die rechtwinkligen Komponenten &, 5 der Orbitalbahn ergeben sich ferner nach
(18, 18) zu:

_ i(p—al)Z ollax—pt)-5z
£V(—aUP—40; 14
n= ‘13“—0‘ U[Z gllex—p+oz .

 YB—aUp—422

die Orbitalbahn ist folglich kreisférmig.
Wie in (10), ist das obere oder untere Vorzeichen vor der Wurzel zu verwenden,

| Q;]

je nachdem £,=0 ist. Das doppelte Vorzeichen kann deshalb auch durch Tersetzt
werden. z
Wenn der imaginiire Teil von (14) weggeworfen wird, konnen wir die Polarkoordinaten

E=rcosg, y=rsin¢

einfithren, und erhalfen erstens:
= ‘ﬂ—aUl‘Z = 3612. (15)
V(—aUp—a2

Es ist hier Z positiv vorausgesetzt worden, was sich durch geeignete Wahl des
Koordinatenursprunges immer bewerkstelligen 14B8t. AuBer mit der Wellenamplitude ist
|8—aU]|
VB—alU)—202
Ausdruck ist fiir kleine Wellen gleich 1 und wichst mit der Wellenlinge, um schlieflich

der Radius des Orbitalkreises auch mit der GroBe proportional; dieser

Qx
nach demselben Exponentialgesetz wie die absolute Geschwindigkeit, von der Oberfliche

nach unten zu abnehmend.
Ferner erhalten wir:

]/ 2
fiir sehr lange Wellen den Wert 1 4 (—Q—z) anzunehmen. AuBerdem ist der Radius,

|Q:(—aU)|

COthZ—mtg(ax—ﬁf“}‘ 8, 2), (16)

d. h. genau dieselbe Gleichung wie (14) des vorigen Paragraphen. Was dort {iber die
Winkelgeschwindigkeit eines Teilchens und die Umlaufsrichtung in der Orbitalbahn gesagt
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worden ist, 148t sich also Wort fiir Wort auf diesen Fall iiberfithren. Besonders ist zu
bemerken, dafi die Umlaufsrichtung positiv oder negativ ist, je nachdem 02,%0 ist.

Wir werden noch zum Schluf die réumliche Orientierung des Orbitalkreises fiir
verschiedene Wellenldngen untersuchen.

Fiir kleine Wellen .(§—aU—> ) erhalten wir aus (9) und (10): §=90° und w=0;
der Orbitalkreis steht also vertikal, parallel der xz-Ebene, wie bei rotationsfreier Wellen-
bewegung. Bei groﬁeren Wellenlingen wird aber die Orbitalebene sich schrig stellen,
und zwar wird bei einem gegebenen Wert von £, die Neigung mit der Wellenlinge

wachsen, bis sie den Wert: tg 8 = , Tir sehr lange Wellen annimmt.

.Qz

Wire keine x-Komponente von Q vorhanden, so wiirde bloB eine Drehung der
Orbitalebene um die x-Achse zustandekommen, und zwar wird der Drehungssinn gegen
die positive oder die negative y-Achse sein, je nachdem f—a U und €, von demselben
oder 'von entgegengesetztem Vorzeichen sind. Im ersteren Falle ist nimlich w=0, im
letzteren gleich 180°.

Wenn eine x-Komponente von € vorhanden ist, wird die Orbitalebene auBerdem eine
Drehung um die z-Achse ausfilhren. Wenn ©Q, und 2, das gleiche Vorzeichen haben,
wird siny positiv bleiben; aus dem Vorzeichen von cosy folgt dann, daB w im ersten
oder zweiten Quadranten liegt, je nachdem 2, und f—aU das gleiche oder das entgegen-
gesetzte Vorzeichen haben. Wenn dagegen 0.0,<0 ist, wird y im dritten oder vierten
Quadranten liegen, je nachdem 0, (f—alU)=:0 ist. Fiir kleine Wellen liegt der Drehungs-
winkel w nahe an 0 oder 180°, um mit wachsender Wellenliinge allmihlich geindert zu
zu werden, bis er den Wert 90°, bezw. — 90° fiir sehr lange Wellen erreicht. Die Orbital-

Q,
gesehen haben, so steht die Orbitalebene senkrecht auf der in die xz-Ebene fallende
Komponente des Rotationsvektors. Der Radius des Orbitalkreises ist nach (15) gleich

ebene wird dann lings der y-Achse fallen. Da gleichzeitig tg 6= ist, wie wir eben

Q

Die Bewegung hat deshalb ihren Wellencharakter verloren, wenn sie auch nicht als reine
Trigheitsbewegung bezeichnet werden kann; denn nach (1) ist sie noch mit einem Stdrungs-
drucke verbunden. Nur fiir den Fall einer verschwindenden x-Komponente von € muB
die Amplitude Z gleich Null gewdhlt werden, da sonst der Radius des Orbitalkreises
unendlich groB wird; dann verschwindet aber sowohl die Vertikalkomponente der Storungs-
geschwindigkeit, wie auch der Stérungsdruck, und es bleibt eine reine, horizontale Trig-
heitsbewegung von der Orbitalfrequenz 22, {ibrig.

Die Diskussion der primitiven Integrale (1) kann nun als durchgefiihrt betrachtet
werden. Sie stellen eine immer stabil verlaufende, dreidimensionale Wellenbewegung dar,
deren Verhalten fiir alle mégliche Wellenlingen jetzt untersucht worden ist. Auch die
vollstdndige Stérungsbewegung, die als Summe von zwei primitiven Infegralen der Form
(1) dargestellt werden kann, 1Bt sich mit mehr oder weniger Mithe nach der angegebenen
Methode studieren. Die Orbitalbahn der Fliissigkeitsteilchen wird dann, wie wir schon
bei dem Spezialfalle in Kapitel II gesehen haben, aus zwei Kreisen zusammengesetzt sein;
da dieselben aber nicht mehr in einer und derselben Ebene liegen werden, wird die
Summe derselben auch nicht mehr eben erscheinen, wie bei den Epizykloiden im zwei-
dimensionalen Spezialfall. Bei der Bestimmung der vollstindigen Orbitalbahnen wird des-
halb eine erhebliche Rechnungsarbeit erforderlich sein, wenn auch keine prinzipiellen
Schwierigkeiten vorkommen werden.

Vl-l—(gz> Z, indem J,=0 ist; er wird also in allen Tiefen denselben Betrag haben.
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Es bleibt uns aber noch eine anscheinend erhebliche Schwierigkeit {ibrig, die im
vorigen noch nicht berlihrt worden ist.

Wie schon mehrmals bemerkt, haben wir Wellen von allen mdglichen Léingen studiert.
Die entsprechenden Orbitalfrequenzen miiBten aber oberhalb des kritischen Wertes
V4 Q24+40% liegen, und es wirde hiernach erscheinen, als ob die eben auseinander-
gesetzte Theorie nicht ausreiche, um Wellen von noch Kkleinerer Frequenz in einer rotie-
renden Fliissigkeitsschicht bestimmen zu koOnnen. Dies ist auch in der Hydrodynamik
und in der theoretischen Meeresforschung angenommen worden, wo ein dhnliches Problem
der Wellenbewegung in einer Schicht, wenn auch unter vereinfachenden Voraussetzungen
(Vernachlissigung der Konvektion und der x, y-Komponenten der Rotation), mit Hilfe
der quasistatischen Methode in der elementaren Ebbe- und Fluttheorie behandelt wird!.

Es wird sich aber zeigen, daB die gegebene Ldsung auch Wellen von kleinerer
Orbitalfrequenz mit enthilt, vorausgesetzt, daB keine stérenden Vereinfachungen eingefiihrt
werden. Eine solche Vereinfachung ist aber schon am Anfang dieses Paragraphen ge-
macht worden, indem wir in der Frequenzgleichung (4) cotgh J, h=1 gesetzt haben. Fiir
unendliche Tiefe der Fliissigkeit ist dies erlaubt, falls J, >0 ist. Dies trifft nun immer
zu, wenn |f—aU|>V40%24-4 Q2 ist; fir den Minimalwert |f—aU|= V4 Q%442 aber
ist nach (2) J rein imagindr und J, folglich gleich Null, und fiir noch kleinere, reelle
Werte von |f—aU| wiirde 8, rein imaginir werden. Es kann aber dann cotgh d, h alle
mogliche Werte zwischen -0 und —o annehmen, wenn auch h unendlich groB wire.
Die Frequenzgleichung in der Form (4) ist deshalb nur fiir |8 —a U|> V4 Q%+ 402 giiltig;
es wird dann auch nicht mehr erstaunlich erscheinen, daBl sie keine Wurzeln fir
|f—a U|<\/4_.Q§C+4QZ gibt, denn dieses Gebiet liegt ja auBerhalb ihres Giiltigkeits-
bereiches. Um simtliche Wurzeln erhalten zu konnen, miissen wir deshalb zuerst h als
willkiirlich behalten, und erst nachtriglich im Endresultat den Grenziibergang h—> o
ausfilhren. Es soll dies in dem néichsten Paragraphen ausgefiihrt werden. Da sich die
Rechnungen fiir eine unendliche und fiir eine endliche Schicht vollig decken, gehen wir
gleich zu dem generelleren Fall mit endlicher Tiefe der Fliissigkeit iiber; der Fall von
unendlicher Tiefe ist ja hierin mit einbegriffen.

§ 21. Die Wellenbewegung in einer endlichen Schicht mit freier Oberfliche.

Die Storungsbewegung ergibt sich sofort aus den generelleren Formeln von § 18,
indem dort fiberall =0 gesetzt wird. Wenn auBerdem der, jetzt fiberfliissig gewordene,
Index I weggelassen wird, so erhalten wir z. B. aus der Frequenzgleichung (18, 10), in-
dem der Wert von o, aus (18, 4) eingefiihrt wird:

B—alU)V(B—alUP—402—402
B—aUy—4022 B
?agz_2fgy/6. (1)
Der Charakter dieser Gleichung ist im wesentlichen davon abhéingig, ob

(B—aUR=402 1402

B—aUV(B—aUP—40Q%—40Q% cotghah

ist.
Wir werden diese Féille gesondert untersuchen und setzen zuerst voraus, daf
B—a U)2>4Qi.+ 4.(22

ist. Sdmtliche Glieder von (1) sind dann reell.

1 8. z. B. W. Wien: Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1900, S.239—242. H. U. Sverprupr: Dyna-
mics of Tides on the North Siberian Shelf. Geofys. Publ. Vol. IV. Nr. 5, Oslo 1926, S. 20--23.
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Fir sehr groBe Werte von f—aU kann nun Q gegen f—a U vernachlidssigt werden,
und wir erhalten angenihert aus (1):

(—a Uy cotgha h=a(g.— 2 Q,U).

Diese Gleichung ist aber nur fiir groBes o médglich, und dann nihert sich der hyper-
bolische Kotangens dem Werte 1, vorausgesetzt, daf h nicht allzu klein ist. Es bleibt

also nur:
(ﬂ—a U)Zza(gz_2QyU). ‘

In dem schon frither verwendeten kartesischen Koordinatensystem mit a als Abszisse
und f—aU als Ordinate stellt diese Gleichung eine Parabel von derselben Form wie im
vorigen Paragraphen dar. Die kleinen Wellen haben also dieselbe kleine Orbitalperiode
sowohl in einer endlichen, wie in einer unendlichen Schicht.

Fiir kleinere Werte von f—a U, die sich dem kritischen Werte V462 + 4 02 nihern,
wird die exakte' Kurve (1) natiirlich von der Parabel ausweichen; auch wird sie fiir eine
endliche Schicht anders verlaufen als fiir eine unendliche Schicht. Wenn wir an die
Grenze kommen, mit (§ — aU)? = 4 0% +40%, wird das Argument des hyperbolischen Ko-
tangens gleich Null und der cotgh selbst gleich unendlich, wodurch die linke Seite von
(1) die unbestimmte Form 0.oo erhiilt. Nun gilt aber fiir ein sehr kleines Argument
die Entwicklung:

1
cotghn= 7(1+- -e).

In dieser Weise reduziert sich (1) auf
(B—alU)—4 Qg
ah

welche einfache Gleichung in der Nihe des kritischen Wertes (ﬁ—aU)Z:él.Qi—{—éLQz der
komplizierteren Formel (1) ersetzen kann’

Fiir f—aU= £ V422 + 402 folgt hieraus:

Qy V2112 ) (9: — 20, U) 4 2
= 9.—20,U hQ? (42214 2)

zagz—2.Qy/3, (2)

o=

3)

Fiir h=c0 ergibt sich wieder das Resultat des vorigen Paragraphen (S. 70). Fiir
2y=0 wird dann auch a=0. Dies gilt aber nicht mehr fiir endliches h, denn es ist dann:

2 Ox

ngh ’

wo nur das eine Vorzeichen, das a>>0 ergibt, zu beriicksichtigen ist.
Es sei nun schlieflich (8—aU)?<<402-4+402. Der Wurzelausdruck in (1) wird

dann rein imaginir; dasselbe gilt auch fir &,, das wir i|4,|, mit |d,[>0, schreiben

konnen. Wegen der bekannten Verbindung, die zwischen den hyperbolischen und den

gewodhnlichen Kreisfunktionen besteht, und nach welcher

icotgh (i| &, | h) =cotg |4, | h

o=

(3)

ist, kann aber die Gleichung (1) in der folgenden Form:

B—al)V—(@B—aUP+42 1402
(B—aU)y—(B—aUP+4022+402? cotg ah F—aUP—id =

=ag;—28y8 1)

geschrieben werden, wo wieder alle Glieder reell sind.
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Zur Diskussion dieser Gleichung werden wir zuerst die Anderung des Argumentes
|8;|h von cotg mit f—aU untersuchen, indem wir uns dabei auf positive Orbital-
frequenzen beschrinken.

Fiir den kritischen Wert /S—aU=V4_Q§C+4 Q% ist das Argument gleich Null, und
fiir abnehmende Werte von 8—a U wird es auch im Anfang klein bleiben. Wir konnen
aber dann cotg|d,|h durch ﬁ ersetzen, wodurch wir wieder auf die Gleichung (2) ge-

1
filhrt werden. Diese Gleichung gilt also in einem gewissen Gebiet zu beiden Seiten des
kritischen Wertes von §—aU. In dem verwendeten kartesischen Koordinatensystem stellt
diese Gleichung eine Hyperbel dar, deren Achsen nur sehr wenig von den kartesischen
Achsen abweichen werden. Fiir Qy=0 fallen sie sogar mit denselben zusammen; die

Hyperbeldste gehen dann durch die Punkte:

<‘V2QZ" iVZQiJruzg) und (0, +£2£2;).
gz

Die genaue Kurve (1) wird natiirlich etwas von der Hyperbel abweichen; das
Argument |d,|h hilt sich nimlich nicht klein lings der ganzen Kurve, vielmehr ist es
bei abnehmendem B-—alU immer wachsend. Die rechte Seite von (1) ist ja lings der
Hyperbel immer abnehmend, um zuletzt fiir ag.— 2 £2y5=0 zu verschwinden. Es muf

dann auch die linke Seite verschwinden, was ein Argument von % bedingt.

Ist 2,>0, wird dies fiir positives o eintreffen. Da wir die Kurve fiir alle positive
Werte von a aufzeichnen werden, muB folglich das Argument |6, |h fiir noch kleinere a
im zweiten Quadranten kommen. Zuletzt wird e==0; der entsprechende Wert der Frequenz
ist dann f=|2Q,|. Die Gleichung (1') gibt in diesem Falle:

| Qx|cotg|d, | h=—10Qy,
woraus sich das Argument |d, |k ergibt.
Ist £,<C0, wird ein Argument von g— erst fiir negatives a eintreffen. Der unendlich

langen Welle und der Orbitalfrequenz |2 ;| wird dann ein Argument entsprechen, das

sich aus
| 2y
[ Qx|

cotg|d, | h=

ergibt; |4, |h liegt also noch im ersten Quadranten.

Es hat sich nun gezeigt, daB das Anwachsen des Argumentes auf ein kleines Gebiet
in der unmifttelbaren Nihe der durch Origo hindurchgehenden Gerade: ag.:—2 £2,5=0,
d. h. in der Nihe der Ordinatenachse, beschrinkt ist. So wird z. B. fiir £,=0 ein Argu-

2
(igx‘g_gz_’ 2 Qz(l + 8% ﬁ)) vorkommen, der
. Z

gz =

ment von % angendhert in dem Punkte

mit den auf der Erde vorkommenden Werten der Konstanten sehr nahe an dem Punkte
(0, 2£,) liegen wird.

Wir haben schlieSlich den Fall (8—aU)?<(4 £2 zu betrachten. Das Argument kann
hier 6, h=—1i|d,|h geschrieben werden, wo |8,|>0 ist. Die Gleichung (1) gibt dann:

B—al) V—(B—aUP+4 Qat+4 8
—(B—aU)?+4 22 -
—ag,—202,8. ")

—(B—aU)V—(B—aUP+4 2R +4 0% cotgah
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Fir a=0 ergibt sich wieder (f—a U)?=14 2. Das entsprechende Argument des
cotg wird im ersten oder zweiten Quadranten liegen, je nachdem Qy,8=0 ist. In beiden
Fillen wird das Argument mit « wachsen, bis es den Wert z fiir q= o erreicht, und
zwar wird auch hier das Anwachsen des Argumentes in einem kleineren Gebiete in der
Niahe der Gerade: ag,—20,5=0, erfolgen. An dieser Gerade ist ibrigens das Argument

gleich -721 (fir Qy6>>0). Lings dem groBten Teil der Kurve wird folglich das Argument

nicht viel von # abweichen kdnnen. Wir setzen es deshalb gleich m—1, wo % eine kleine
GroBe ist. Aus (1”) folgt dann in erster Néherung:

(ﬁ—aU)V—(ﬂ—aU)2+4Q§C+4Qg
k —(B—aU)P+4 02

=n—1,

B—aU)V—(B—aUP+4 22 +4Q2=(ag,—202,8)7,

woraus sich die gesuchte Gleichung zwischen o und p—aU durch Elimination von 7
ergibt. Mit geniligender Genauigkeit 146t sich iibrigens diese Relation aus der ersten
Gleichung allein bestimmen, indem wir dort eine weitere Annéherung ausfithren und die
rechte Seite einfach durch x ersetzen.
Wenn g—aU sehr klein im Verhiltnis zu £ ist, kann diese Gleichung angenihert
in der Form:
402

T
a( —a R ——
fmet=y Ve +102

@

geschrieben werden; die Gleichung (1”) wird also in der Nihe der a-Achse eine gleich-
seitige Hyperbel darstellen, die sich um so mehr der a-Achse anschlieBt, je groBer die
Schichtdicke h ist. ‘
Fiir die Fortpﬂanzungsgeschwindigléeit der kleinen Wellen von diesem Typus folgt
aus (4):
1 4!22

Phivice "
@ h s Py a2

Wenn wir auch die in der negativen x-Richtung sich fortpflanzende Welle zu
beriicksichtigen wiinschen, muB -+ vor der Wurzel hinzugefiigt werden.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit wichst mit der Wellenlinge und mit der z-Kompo-
nente der Rotation, wird aber fiir groBere Tiefen immer kleiner, um schlieBlich fiir h = oo
den rein konvektiven Wert U zu erhalten.

Die Figur 9 gibt eine graphische Darstellung der Gleichungen (1, 1/, 1"). Es ist
dabei Qx=; und Qy=0 gewihlt worden; ferner sind die an der Erdoberfliche vor-
kommenden Werte, £2=0,729.10"% sec~! und g=9,81 msec~2, benutzt worden. Die Tiefe
der Flissigkeitsschicht sei 5000 m. Hatten wir h noch gréBer gewihlt, so wiirde die
Kurve den Achsen ndher riicken (s. Gl. (3) und (4)), um fiir h=o die Ordinatenachse
in dem Punkte (O, V4!)§C+4!2§) zu treffen und mit dieser Achse bis zum Nullpunkt
und schlieBlich mit der positiven o-Achse zusammenzufallen. Der Verlauf der Kurve fiir
[f—a U|>1/4 2 +40% ist fir h=o schon friher in Fig. 8, S. 70 angegeben worden.

Die Einheit ist gleich 1,458.10-% lings der Ordinatenachse und gleich 0,729.10-6
lings der Abszissenachse. Mit diesen Einheiten wird die Kurve fir f—aU<|22;| so
wenig von der Gerade f—aU =|24;| abweichen, daB sie in der Figur von derselben
kaum zu unterscheiden ist. Sie ist deshalb in dem unteren Teil der Figur nochmals
aufgezeichnet, diesmal mit einer 1000mal vergroBerten Einheit lings der Abszissenachse.



Vol. V. No. 9. INTEGRATIONEN DER ATMOSPHARISCHEN STORUNGSGLEICHUNGEN 79

Far negative Orbitalfrequenzen, die in der Figur nicht beriicksichtigt worden sind,
ergeben sich #hnliche Kurven, die in diesem Falle (2y==0) symmetrisch zu denjenigen
fiir positive Orbitalfrequenzen verlaufen.

Jedem Werte von a entsprechen folglich vier verschiedene, reelle Werte von f—aU.
Die einzige Ausnahme bildet der Fall h=c0, wo zwei der Wurzeln zusammenfallend sind
und die singulire Losung —aU=0 ergeben. Zwei der Wurzeln geben nach (1) Wellen
mit Orbitalfrequenzen grofier als \/4 52i+4 Qg, und die zwei anderen geben nach (1') und
(1) Frequenzen kleiner als diesen kritischen Wert.

Diese zwei Wurzeln sind aber nicht die einzigen der Gleichungen (1') und (1), denn
cotg ist eine periodische. Funktion, und dementsprechend miissen jedem Werte von «
unendlich viele Werte von §—a U entsprechen.

Wie wir soeben gesehen haben, lag das
Argument |, | h hauptsiichlich im ersten Qua-

dranten fiir |2 Q,|<f—a U<\/4Q%C+4Q§ und
im zweiten Quadranten fiir 0<<8—alU<|20;|.
Zu diesen Argumenten héatten wir aber auch
nx addieren konnen, wo n sidmtliche ganze
positive Zahlen bedeutet.

Im ersteren Falle ergibt sich dann an-
genihert lings dem groBten Teil der Kurven:

p-xU

o I~ a__ 2 2 02
B—aU)V—B—aU)l+422+4 07 nn m/ .
(f—a U)2—4£2§ ' 20 o

a

~ fiir jeden Wert von n>>1 erhalten wir also ,
eine Kurve in der a, (8-—aU)-Ebene, die

durch den Punkt (0,{2£;]) hindurchgeht ang _____________
und sich mit wachsendem a der Gerade '
p—a U:\/4 244 Q% asymptotisch néihert, um
dieselbe filr a = zu erreichen. Diese Kurven-
schar wird fiir groBes o an gleichseitige Hyper-
beliste erinnern, und zwar wird fiir einen bestimmten Wert von a die entsprechende
Orbitalfrequenz um so kleiner ausfallen, je groBer n ist. n==o0 wird den Grenzfall
B—alU =|28,| ergeben. Die zu n=0 gehdrende Kurve ist schon frither diskutiert
worden; als einzige Kurve der ganzen Schar schneidet sie die Gerade: f—aU= ‘/EJ§C+4 Q2

Im letzteren Falle, 0<<f—a U<|2 2|, ergibt sich entsprechend:

(B—aUNV—(B—aUP+422+4 02
—(B—aUP+4022

=n+1Dax=,

a

eine durch den Punkt (0, |2£2:|) hindurchgehende Kurvenschar, die sich mit wachsendem
a der Abszissenachse f—a U=0 asymptotisch ndhert, und zwar in der Form gleichseitiger
Hyperbeln von der Gleichung:

4 02
a(ﬁ—aU): (H~|—1)n z

h V4R +42

Fiir wachsendes n entfernen sich diese Kurven mehr und mehr von der Abszissen-
achse, um schlieBlich fir n=o0 in die Gerade f§—aU=|2 Q| iiberzugehen.

Die n=0 entsprechende Kurve wird also fir eine bestimmte Wellenlinge die kleinste
Orbitalfrequenz, d. h. die groBte Orbitalperiode ergeben. Die andere Kurvenschar (mit
B—alU>|22,|) hat sich gerade umgekehrt verhalten.
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Wie spiter zu sehen ist, werden die n=0 entsprechenden Wurzeln der Frequenz-
gleichung einer Stérungsbewegung gehoren, die als Grundschwingung der Fliissigkeits-
schicht betrachtet werden kann, wihrend die n=1, 2, . .. entsprechenden Storungen als
erste, zweite, . . . Oberschwingung anzusehen sind.

Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Stérungsbewegung iiber, und zwar beschrinken
wir uns dabei auf den einfachen Fall, wo nur eine einzige Wurzel der Frequenzgleichung
vorhanden ist. Die Gleichung der gestorten, freien Oberfliche ist dann durch

z=Z ¢llex=FD (®)

gegeben; da hier nur die Amplitude als willkiirliche Konstante vorkommt, kénnen etwaige
Anfangsbedingungen - (z. B. die Fliche sei im Anfangsmomente in ihrer Gleichgewichts-
lage) nicht erfiillt werden. Die entsprechende Storungsbewegung ist durch (18, 11) ge-
geben, indem jedoch das Vorzeichen von h dort geéindert werden muB. Es ergibt sich
deshalb fiir (8—a U)2>4.Q§c+4!2§:

T [B—a 1%2_—&4[25 Sinh o, ki L+ @xQe1sinhd, (z-+ 1)+
+B—aU)V(—aU) —4 Q2 —4 Q% cosh d, (z+ h)] e x—FtH2,2)
v [(,3 —a I;I)SZ:O; Z)E]Zsinh 6, h [2 Qx(f—aU)sinhd, (z+h) —
—22: V(B —a UP—42—4QLicoshd, (z + h)] el“x—Ft+42  (g)
w=——i(‘s%—htglU—;Z sinh d; (z+ h) ef «x¥-FE+d,2)
B—al)z

p= & 5. h [2 Qysinh 6, (z4+h)+ -

+V(B—aUy—4 Q22— 4 Q2 cosh d, (z-+ h)] eitex-Atd,2)

Wegen (1) kann die Drnckgleichung auch in der folgenden Form geschrieben werden:

~_*Z — oy simhdiz ] ,
p_coshélh[(gz 280y U) cosh é, (z+h) +22,(c— D) Sinh 0, & ]e 2. (6)

Die Konstanten 6, und é, haben die in (18, 4) angegebenen Werte; es kann dabei
d, positiv vorausgesetzt werden, indem sie augenscheinlich in der Form

]/1_4Q§+ 42
(B—oa Uy

1 (28 ¥
g—alU
geschrieben werden kann.
Aus den reellen Geschwindigkeitskomponenten von (6) ergeben sich fiir die, jetzt
nicht mehr ebenen Stromlinien: ‘

(D

d,=a

sinh 6, (z+ h) cos (ax— Bt+8,2)=K,

Z.Qx(ﬂ—aU)aK dz 2.Qz (8)
(~alU) - 40} ‘/sinlﬂ 8,z 1) — K2 p—alU
e [sinh 8, (z+ h)] =K'e"¥,
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Die erste Gleichung &hnelt der entsprechenden (20,11), nur ist ein hyperbolischer
Sinus anstatt des dortigen Exponentialgliedes getreten. Auch hier erhalten wir die asymp-
totischen Ebenen:

ax+(322=<k+ %)n—{—ﬁt,

deren sich die Stromlinien mit wachsendem z nihern. Wegen der endlichen Tiefe besteht
eine Abplattung der Stromlinien nach der festen Unterlage zu.

Die zweite Gleichung (8) enthélt ein elliptisches Integral und soll deshalb bei dieser
Gelegenheit nicht niher untersucht werden.

Fur die Orbitalebene ergibt sich ferner aus (6):

Z
(f—aU)?— 402 sinh d, h
+(B—a D) V(B—a U)?—4 Q2—4 Q2 icoshd, (z+ h)] el @ ¥—F 5, 2)

x—x= [— 405 Qzsinh 8, (z+ 1)+

Z
Y% [(f—aUP—aE]sinn o, &
+20, V(/} —aUP— 422 —4 2coshd, (z+h)] o (4 x—f 143, 2)

[26:(—alU)isinhd, (z+ )+ (9)

2= g 5 SR 0 (2 ) oA D)

Die Gleichung der Orbitalebene lautet folglich (vgl. (18, 14—15)):

9 O, sinh?6, (z4-h) - (x-—-x,) —V( — a U)® — 402 — 4% sinh 8, (z+ h)cosh 8, (z+4- k) - (y—y,) +

2.0 h?d h 4!236
+20Q;|cosh®d, (z+ )_(/i’—a'~-U)2—4.Qz (z—z,)

=0. (10)

Wie in § 18 gezeigt, ist die Lage dieser Ebene zu der xy-Ebene durch die zwei
Winkel 8 und v festgelegt, wobei 6 ihren Neigungswinkel und v den Winkel zwischen
der x-Achse und der Schnittlinie beider Ebenen darstellen. Die Formeln fiir § und
folgen direkt aus (18, 16—17) durch Anderung des Vorzeichens von h, und brauchen
deshalb hier nicht wiedergegeben zu werden.

Die rechtwinkligen Komponenten der Orbitalbahn ergeben sich ferner nach (18, 18’),
indem wir sogleich die reelle Form angeben:

(B—aOV[(B—aUP—40% cosh?d, (z + h) —4.Q%

= [(f—a UP—4 Q% sinh 6, sin(ax—f1+0,2) (1)
VF—aUP— 402 (f—aUpsinh?0,(z 1 h) + 4 2[(F—aU)P— 42— 4]
+Z [(f—aUP—a(|sinh o, h cos (ax— ft+9,2).

Die Bahn ist folglich eine Ellipse mit der groBen Achse lings der &-Achse.

Die Orbitalellipse hat die groBte Ausdehnung an der freien Oberfiiche, um nach
unten zu abzunehmen; an der festen Unterlage sind die Achsen derselben bis auf
die Werte

(f—aUV(F—alUP— 42 —4 02
[(B—a U)?—4 2% sinh 6, h

20 V—aUP—4B—402
|“ T B—a 0 — 4 2Z[sink 4, k

abgenommen.
Fir die Umlaufsrichtung eines Teilchens in seiner Orbitalellipse behélt die Formel
(20, 16) fiir eine unendliche Schicht auch hier ihre Gltigkeit.
Die riumliche Lage der Orbitalebene dndert sich mit der Wellenlinge nach ahnlichen
Gesetzen wie die in dem vorigen Paragraphen dargestellten. Nur wird die Neigung der
6
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Orbitalebene nicht mehr dieselbe in allen Tiefen sein; sondern es muf3 8 nach unten zu
abnehmen, um an der festen Unterlage gleich Null zu werden.

Wir begniigen uns mit diesen Andeutungen und gehen jetzt zur Untersuchung der
Wellen von kleinerer Frequenz iiber.

Es sei zuerst |2.Q,|<g<V4 Q2 +4 2.

In diesem Falle haben wir ,=i|d;|, mit

V 4.0% +4 Q2
ﬂ~ (B—alP

1—(; 2—%11)2

eine positive GrioBe, in die Formeln (6—11) einzufithren. Es ergibt sich dann aus (6) fiir
die Storungsbewegung:

: (12)

|6, =a

B—al)Z . .
u= [(/)‘—aU)2A4!)2 o, -hl [4 Q4 Q.isin|é, (z+h) |+

+(B—aNV—(B—aUP+4L2+4Q2cos|d, (z+h) || e« FtH%2)

— B—al)Z . . .
V= [ aUP—a Dsin]s k| 2 G (f —a Usin [y @+ 1)|
—20,V—(B-—a UP+422+4Q%icos | 6, (z+ h)|] & * X~ F 142, 2)
w_:_«MZSlnla (Z—I—h)lel (0 x—p t49, 2) (13)
sin| 4, h|
B—al)Z

p = SW [2 .QyS,lnlél(Z-l-.h)l +

Y= —aUP+4 2+ 4Qcos|d, (z+h) || ellexFtth2

Diese Ausdriicke sind von dhnlicher Form wie die Stdrungsbewegung (19, 4) in
einer Schicht zwischen zwei starren Grenzflichen, indem die hyperbolischen Funktionen
der Amplituden durch gewdhnliche Kreisfunktionen ersetzt worden sind.

In entsprechender Weise ergibt sich aus (8) fiir die Stromlinien:

sin|d, (z+h)|cos(ax—ft+d,2)=K
2.Qx(ﬂ——t; ) aKJ‘ dz pﬁ!sz (14)
o =042z V5o’ m+h) - K [sin| 8, (z+ B) ] =K'e™,

also wieder Gleichungen von derselben Art wie in § 19.
Die linke Seite der ersten Gleichung (14) verschwindet, wenn das Argument

|61|(z+h):|($1h|(1+ %)an

ist (k ganze positive Zahl). Nun haben wir oben (S. 77) gesehen, daB die GrofSe
|8, h|=r+n= ist, wo v in unserem Falle im ersten und zweiten Quadranten liegt

(tir 2480 bleibt v sogar ausschlieBlich im ersten Quadranten). Da nun 01+ §§1

ist, so wird das Argument |&,|(z+h) niemals den Wert (n+1)x iibersteigen konnen,
und folglich hochstens n+1mal ein Multiplum von s werden. Fiir n=0 wird deshalb
sin|d, (z+h)| nur an der starren Unterlage verschwinden; fiir n=1, 2,--- verschwindet
er aber aufierdem an 1, 2,--- anderen, der Unterlage parallelen Ebenen. Wie aus dem
Ausdruck fiir die Vertikalgeschwindigkeit (13) zu ersehen ist, verschwindet die Normal-
komponente der Storungsgeschwindigkeit an diesen Flichen, wodurch die Bewegung keine
Anderung erleidet, wenn dieselben erstarrt wiren. Die ganze Fliissigkeitsschicht ist
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folglich in n+1 parallele Partialschichten zerlegt, von welchen bloB die obere eine freie
Oberfliche hat und folglich in Wellenbewegung geraten kann, wihrend die Storungs-
bewegung in den n anderen so verlaufen, als ob diese zwischen starren Grenzflichen
eingeschlossen wiren. Deshalb haben wir oben S. 80 die n=0 entsprechende Bewegung
als die Grundschwingung der Flissigkeitsschicht charakterisiert, wihrend die zu n=1,2 -+
gehorenden Bewegungen die erste, zweite, - - - Oberschwingung darstellen. Die Hohe der

unteren Partialschichten ist immer gleich I(S_nl , wihrend die obere Schicht eine etwas kleinere

Hohe hat. Fiir n=>1 ergibt sich mit Hilfe der Ebenen: ax+ Spz=(k+%)m+pt, eine
parallelepipedische Aufteilung des Stromfeldes in den unteren Partialschichten mit Eigen-
schwingungen, die denjenigen von § 19 sehr nahe kommen, wenn auch 4, dort einen
anderen Wert angenommen hat.

) Uns interessiert vor allem die Wellenbewegung in der oberen Schicht mit freier
Oberfldche, und insbesondere fiir den Fall der Grundschwingung.

Fir die Komponenten der Orbitalbahn folgen aus (9):
Z
[(B—a U)2—4.Qg]sin|61h|

+(B—a)V—(B—a UP+4 2 +2D21icos|d, (z+h)|] el @*—Ftt52

7Z . .
R O i CIETEN] (2 Qx(B—aU)isin|d, (z+h) |+ (15)

T2, V—(B—aUP+4 2 +4Q2cos|d, (z+ h) || e **—F 45,2
sin|d, (z+ h) | el @x—F tid,2)

x—x,—= [—4 Q2xQ;sin|d, z+h)| +

gL
" sin|d, k]

wihrend die Gleichung der Orbitalebene nach (10) durch

2 Qysin?|d, (z+ B)|(x—x) — V— (B —a U+ 4 Q2+ 4 Q%sin|(8,(z + )| cos|8, (z+ B)|.(y —y,) +
402 .
1 (z—2z)) =0 (16)
(f—alU)—4 Q2
gegeben ist. Von den verschiedenen Werten von J, abgesehen, sind diese Gleichungen
mit (19, 8—9) identisch.
Schliefilich folgen aus (11) die rechtwinkligen Komponenten der elliptischen Orbi-
talbahn: '

B—aU)V[—(8—aUp+ 4 22 cos?[8, (z+ h) | +4 22
[(B—a U)!—4 2]sin| o, k]
VI(B—a UP—4 2] (B—aU)Psin?[ 8, (z+ 1) [+ 4 2[— (B —a U2+ 4 0%+ 4 07
z [(B—aU)*—4 Q%]sin|d, k|

+20,|— cos?|5, (z+ h)| +

E=FZ sin(ax— Bt+6,z)

(17)

n==

cos(ax—pt+d,z).

Die lange Achse wird auch hier lings der &-Achse fallen. Fiir (f—aU)=4 (22 geht
ubrlgens die Ellipse in einen Kreis vom Radius Z'|2 ;| \/4 !22+4522 iiber. Es ist dann
=[(—alU)>—4 Q%] Z' eingefiihrt worden. Gleichzeitig wird die Vertlkalgeschwmdlokelt
verschwmden die Storungsbewegung findet also nur in der xy-Ebene statt. Der Stdrungs-
druck bleibt aber immer noch bestehen. Da die x-Koordinate wegen des Verschwindens
von a aus den Gleichungen wegfillt, wird die Fortpflanzung jetzt ausschlieBlich in der
z-Richtung stattfinden.
Wenn wir schlieBlich zu dem Falle: 0<{f—aU<|2 ;| iibergehen, so folgen die
Storungsbewegungen aus den eben angegebenen Formeln durch einfache Anderung des
Vorzeichens von |d,|. Es ist also z. B.:
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- (B—al)z - ..
u= [~(/j——aU)2+4Q§]sin|(31h|[ 4 0QxQ,isin|d, z+h)| +

T (B—al)V—(B—aUP+4 Q%+4 Q2 cos|d, (z+h) || g0 X b0y,

Es ist von groSer Bedeutung, daf das Argument |§, h| fiir n=0 gewdhnlich im
zweiten Quadranten liegt, und zwar zum groBten Teil nahe an 180°. Der Ausdruck

cos|d, (z+h)| wird dann positiv in einer Schicht vom Boden bis zu der Héhe %&I, wo
1

sie verschwindet, um in dem oberen Teil der Flissigkeit negativ zu sein. An einer Ebene
mit verschwindendem Werte des Argumentes: ax—pft-+4d,z kann folglich die Geschwin-
digkeitskomponente u verschiedene Richtungen an der Oberfliche und am Boden annehmen,
was bei den gewdhnlichen Oberflichenwellen ausgeschlossen ist. Auch kann der Stérungs-
druck an dieser Ebene positiv unten und negativ oben sein.

Es ist sehr lehrreich, die »Stromfunktion« in der xz-Ebene niiher zu untersuchen;
sie lautet nach (14):

sin|d, (z+h) |cos(ax—ft+0,2) =K.
Die linke Seite verschwindet an dem viereckigen Netz, das von den horizontalen

———Hh, ., g
I(Sll l(sll

1
Geraden: ax+d,z= (k + §>n+ pt, (k ganze Zahl) gebildet ist. Die Projektion der Strom-

Geraden: z=—nh, z= —h, und von den parallelen schrigen

linien auf die xz-Ebene muB dann in jedem Parallelogramm geschlossene, um den Mittel-
punkt symmetrische Kurven ergeben. Die Umlaufsrichtung in zwei angrenzenden Paral-
lelogrammen ist natiirlich entgegengesetzt. Wenn die Oberfliche der Fliissigkeit nicht
gerade in der oberen Ebene: z= ml—;}—l)ﬂ—h, gelegen ist, so wird sie verschiedenen
1
Normalkomponenten ausgesetzt sein, und folglich als freie Fliche in Schwingungen geraten.
Ihre Gleichung wird wie frither durch
z==7 el*x-F1

gegeben sein.

Wenn die Oberfliche in die obere Halfte der Parallelogramme fillt, d. h. wenn |, k|
im zweiten Quadranten liegt, was bei der Grundschwingung n=0 immer zutrifft, mit einer
einzigen Ausnahme fiir sehr lange Wellen, wenn Q48>0 ist (s. S. 77), wird die x-Kom-
ponente der Geschwindigkeit in einem Parallelogramm entgegengesetzte Werte an der Ober-
fliche und am Boden erhalten. Es folgt dann sofort, daB in dem oberen Teil der Flissig-
keit die Projektion der Orbitalbahn auf die xz-Ebene positive Umlaufsrichtung der Teilchen
ergeben wird, wenn sich die Wellen in der positiven x-Richtung fortpflanzen, und negative
Umlaufsrichtung, wenn sie sich in der negativen x-Richtung fortpflanzen. Auch in dieser
Beziehung besteht also ein direkter Gegensatz zu den Verhiltnissen bei den gewdhn-
lichen Oberflichenwellen. .

Die Umlaufsrichtung in der Projektion der Orbitalbahn auf die xy-Ebene wird
aber dasselbe Verhalten wie frither zeigen, da die Gleichungen (19, 14—15) auch hier
giiltig sind.

Der Neigungswinkel @ der Orbitalebene zur xy-Ebene ergibt sich nach (18, 16) aus:

(0 [—(ﬁ—aU)2+4!2§]sin|61(z+h)|
® 12 (Y[ (B—aU)? + 4 O cos?[ 6, (z+ B) | + 4 22

und erhélt somit seinen maximalen Wert, wenn |4, (z+h)|=72—l, d. h. wenn die Vertikal-
geschwindigkeit am groBten ist.
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Es ist dann:
—(B—al)*+4 .Qg
|4 Q02|

tg 8 =

welcher Ausdruck bei verschwindenden Orbitalfrequenzen seinen Maximalwert: % , erhilt.
X

Die in die xz-Ebene fallende Komponente von € ist folglich in diesem Falle den Orbital-
ebenen parallel.

Zu beiden Seiten der Ebene maximaler Vertikalgeschwindigkeit: |d, (z + h)| :%,

ist die Neigung abnehmend; am Boden muB sie ja immer gleich Null sein, und auch an der
Oberfliche wird sie, wenigstens fiir kleine Wellen, nahe an Null kommen. Die Bewegung
ist dort quasihorizontal; fiir —aU=0, d. h. |8, k| ==, wird sie zuletzt rein horizontal.
Die groBe Achse in der elliptischen Orbitalbahn, die diesmal lings der 5-Achse fillt, wird
dann unendlich; um dies zu vermeiden, mufl deshalb die Amplitude fiir §—a U=0
verschwinden, was durch Einfilhrung einer neuen willkiirlichen Konstante sin|d, h|Z"
anstatt Z moglich wird. Es wird aber dann auch die Storungsbewegung mit §— aU gegen
Null gehen.

Fiir den Winkel w zwischen der x-Achse und der Schnittlinie der &#- und der xy-
Ebene ergeben sich Anderungen mit der Wellenlinge und mit der Hohe iiber dem Boden,
die denjenigen fiir die Schwingungen einer einzigen Schicht zwischen starren Grenzflichen
sehr dhnlich sind.

Wir konnen aber darauf nicht ndher eingehen und begniigen uns mit einer Hin-
weisung auf die Resultate des § 19.

§ 22. Die Wellenbewegung in zwei unendlichen Schichten.

Wenn zwei unendliche Schichten vorhanden sind, wird die Stérungsbewegung der
Schicht I mit den Formeln (20, 1) iibereinstimmen, wihrend diejenige der Schicht II aus
den generellen Gleichungen (18, 11) folgt, wenn dort

lim  ShOTGE—RY g,

smhogj\z—n") lim ©osh O (z— hMT) _ o el
)Y LN sinh 6} A1t -

KT %~ sinh 0L AL

’

eingefiithrt wird. Es sind folglich:

(ﬂ_aUI>Z . 5] 5 G i - X
I — . 1 D402 g 2| gilnx—pt+ 81z
u <,3—aUI)2—4Qg[4 Qu8zid (B—aUYVE—alU)*—42%—4 P]e
— I
ol = B—al)Z 1o 0. alhy T 20, V(f—alUl)P—4 B2 —4 Qj] el x 0tz

(B—aU*—4 2

wI:_i(ﬂ_aUI)Zei(ax-Aﬁt)—i—éIz

—aql . X
p= AU a‘”’ 712 Oy + V(B—aUD®—4 2 —4 Q2 eilcx = P00z

(1)

(ﬂ—aUH)Z J— 3 ilax—fD —olL

ul = (ﬂ—aU“)‘z—4.Q§[4: Qe Qi F (B—aUD) V(B —alUD’—4 Q2 —4 Q% e/@x—r-oMz

(ﬂ#‘aUII)Z R q iax—gh - oI

ot = (ﬁ_aUH)g_4!23[2Qx(ﬁ—aUH)i2!22\/(/3-—(1UH) 40— 4 Q% eflex—p0- 0Tz
) wn:_i(ﬂ_aUH)Zei(ax—,ﬁt)—aﬂz

= sﬂﬂ_ﬂz[z QyFVE—alUD)—4 Q2 —4 Q2] gitax—p0— o1z
pr= ¢ . y 2 zle .



86 H. SOLBERG Geof. Publ.

Es bedeuten hier:

4000+ B—aU)V(F—alU)®—4 2 —4 2
(B~ aU")? — 4% ’

—4 0 Qi+ (B—aUN V(B —alU) —2 B —4 2
(B—aUM)? —4 (2 '

M=2ol+idl=a

2

M= Foll —isll=a

Wegen des Verschwindens der Bewegung im Unendlichen mufB3 das doppelte Vor-
zeichen vor den Wurzeln so gewihlt werden, daBl die Ungleichungen

R(6H) >0, R >0 (3)
immer erfillt sind.

Aus der Frequenzgleichung (18, 10) ergibt sich ferner, wenn cotgh 8} hl==cotgh 6 Al ==1
gesetzt wird:

+el (f—aUNVE—aU)P—4 2 —4 0%+ 1B —aUD)Y(—alUT)’—4 242 =
= —eD(ag:—2 2yP). 4)

Fir die Diskussion dieser Relation zwischen « und f, wozu wir jetzt tibergehen
werden, konnte es vielleicht vorteilhaft erscheinen, die Gleichung zuerst auf rationale
Form zu bringen. Fir U'F UM miiBte dann die Gleichung zweimal quadriert werden,
wodurch wir auf eine Relation 8%" Grades zwischen a und g gefiihrt sind. Zwar lieSe
sich diese mittels hypergeometrischer Funktionen hoherer Ordnung aufldosen; da aber
viele Parameter in die Gleichung (4) eingehen, wire es wohl zu erwarten, daB ein ziemlich
kompliziertes und uniibersichtliches Resultat erscheine, und daB folglich mittels dieser
Methode nicht viel zu gewinnen wire.

Ein anderer fundamentaler Umstand muf3 auch ermnert werden: die acht Wurzeln
von f, die sich als Funktionen von o und den Parametern ergeben, wiirden nimlich
dem Falle entsprechen, daB die positiven und die negativen Vorzeichen vor den zwei
Wurzeln auf der linken Seite von (4) siintlich verwendet werden kénnten. Dies ist aber
nicht moglich, wie es gezeigt werden kann.

Wir begniigen uns damit, diese Tatsache fiir den Spezialfall: Q2x=0, darzulegen.
Es ergeben sich dann aus (2):

6H‘_ .
720, \* V 720, \¢
+V1—( HaUI) +y1— (/)’—aUH)

da a >0 vorausgesetzt wird, so kann hier wegen (3) nur das obere Vorzeichen vor den
Wurzeln verwendet werden.

Die Frequenzgleichung kann aber nun in der Form:

Q, 2 . 20, \*
sl(ﬁ—aU1)2<iV1—(lﬁ) ) + eH(ﬁ—aU)‘< V1 —( aUn) ) = (! —ell) (ag.—2 Qyp)

geschrieben werden, wo, wie wir eben gesehen haben, von den zwei doppelten Vorzeichen
nur die oberen zu verwenden sind.

Die acht Wurzeln miissen deshalb in vier Gruppen von je zwei Wurzeln eingeteilt
werden konnen, die sich durch das Verhalten der entsprechenden Integrale fiir z= + o
und z=— » kennzeichnen werden. Zwei Wurzeln werden abklingende und zwei werden
unbegrenzt anwachsende Storungen fiir z= 4+ ® ergeben. Ferner werden zwei Wurzeln
abklingende Storung fiir z= + o und unbegrenzt anwachsende Stérung fiir z=—oc0 ergeben,
wihrend schlieBlich die zwei letzten Wurzeln unbegrenzt anwachsende Stdrung fiir z=
+ o« und abklingende Storung fir z=--o ergeben. Nur die zwei ersten Wurzeln mit
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abklingender Storung fiir z= + « werden die Ungleichungen (3) erfiillen kdnnen. In der
weiteren Untersuchung brauchen wir deshalb ausschlieBlich diese Wurzeln zu beriick-
sichtigen, da sie von simflichen acht Wurzeln der rationalen Frequenzgleichung die
einzigen von physikalischer Bedeutung sind.

Es muB folglich die Frequenzgleichung in der irrationalen Form (4) der Unter-
suchung zugrunde gelegt werden. Wir schreiben sie folgendermalen:

42 4a 2 42142
L(g— qUD? — Xz (g__ 712 . X z _
e (f—al’) Vl (G alU%)? + e (B—al) Vl 0 o UN)2

1_ 1
— %__S_UI [(gz—2 QU (B—alU) —(g: —2 2y U (B—aUM)] . )

Wenn die linke Seite in dieser Form erscheint, so wissen wir aus der obigen
Diskussion, daB die Gleichung (4) bloB zwei Wurzeln besitzen kann, die die Ungleichungen (3)
befriedigen. Durch die vorgenommene Umformung der rechten Seite von (4) haben wir
auBerdem erreicht, daf die Variablen o und p nunmehr bloB in zwei linearen Kombi-
nationen, in den Orbitalfrequenzen f—aU! und f—aUY, vorkommen, was von grofer
Bedeutung ist und sehr zur Erleichterung der Diskussion beitragen wird.

Wie es in den vorigen Paragraphen gemacht worden ist, werden wir auch hier die
Frequenzgleichung in einem Kkartesischen Koordinatensystem graphisch aufzeichnen. Die
frither verwendeten Koordinaten o und j-—aU werden aber hier nicht mehr geeignet
sein; sondern wir wihlen vielmehr die zwei in (4) vorkommenden Relationen zwischen
a und f, die Orbitalfrequenzen, als Koordinaten, und zwar mit f— aU" als Abszisse und
B—aU™ als Ordinate.

Der einzige Fall, wo dies nicht mdglich ist, wird fiir Ul=UM==U eintreffen. Dann
werden aber nicht mehr zwei, sondern nur noch ein einziger Wurzelausdruck in (4') vor-
kommen, und wir erhalten dann, mit o« als Abszisse und f—aU als Ordinate, eine
Frequenzkurve, die denjenigen der vorigen Paragraphen ganz #hnlich ist.

In dieser Ebene der Orbitalfrequenzen wird nun die Gleichung (4') eine Kurve dar-
stellen, deren qualitativen Verlauf wir jetzt néher untersuchen werden.

Fiir sehr groBe Orbitalfrequenzen werden diese im Verhiltnis zu der Rotation ganz
iiberwiegen ; die zwei Wurzelausdriicke von (4') konnen dann angenihert durch 1 ersetzt
werden, wodurch sich ergibt:

I II

L(B — aUY)? + ¢ (f — aUn)zz_gT__

i [(92_2 nQyUII) (ﬂ—aUI)%(gz—2 -QyUI) (/J’—“aUH)].

Diese Gleichung ist mit der Frequenzgleichung (7, 9) identisch. In der Diskussion
dieser Gleichung (§ 8) haben wir f als Funktion von a untersucht, was am vorteil-
haftesten ist, da a« immer reell bleibt, wihrend § auch komplex werden kann. Bei der
hier verwendeten Form der Gleichung, wo die Abhiingigkeit der Orbitalfrequenzen von-
einander untersucht wird, muf dann erinnert werden, daff die Koordinaten bei eintretender
Instabilitit der Bewegung gleichzeitig ins Komplexe iibergehen werden. Ihre Abhingigkeit
von der reellen GrofBe « ist aber auch leicht zu bestimmen, denn in unserem Koordinaten-
system wird die a-Achse mit der durch Origo hindurchgehenden Gerade, die den Winkel
—45° mit der Abszissenachse bildet, zusammenfallen. Die Koordinate liings dieser Achse

1 —_
ist iibrigens gleich §V2 (UM — UY%a. Entsprechend ist die Koordinate lings.der Mittel-

linie zwischen der positiven Abszissen- und Ordinatenachse gleich —;—V? [2— a (U U],

fiir Ul=—U" reduziert sich diese einfacherweise auf \/5/3
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Den maximalen, bezw. minimalen Wert von a bei reellen Orbitalfrequenzen erhalten
wir, wenn eine zu dieser letzten Achse parallele Gerade die Frequenzkurve beriihrt.
Fiir noch gréBere, bezw. kleinere a-Werte wiirden sich keine reellen Schmttpunkte mit der
Frequenzkurve ergeben.

Die vereinfachte Frequenzgleichung stellt nun eine durch Origo hindurchgehende
Ellipse mit dem Zentrum

= (g:—2 0, U (=) (g:—20,T"
2f(U—=0h 0 - 2 AU

dar; die lange Achse (in Richtung der Ordinatenachse) ist durch
J G i

9 VS_I ais | pu_— ot

I Vel (g, —2 Qy U’ + e (g, — 2 0y UM)? und die kurze Achse durch

I

26 Vel | OU— U7

Vel(g:—2 Qy UD? + (g, — 2 0y U)?* gegeben.

— .
Das Achsenverhiltnis ist also gleich ]/ il_ und wird folglich bei den meteorologisch
&

vorkommenden Dichtespriingen sehr nahe an 1 liegen. Das Zentrum der Ellipse wird
dann auch angendhert an der a-Achse liegen.

Nach den bei der Ableitung der vereinfachten Gleichung gemachten Voraussetzungen
wird die Ellipse nur fiir Orbitalfrequenzen viel groBer als \/4_92—#4 2 gelten konnen.

Besonders kann sie gar nicht fiir Orbitalfrequenzen kleiner als VTSQ?C+4 !}‘i gelten, denn
in diesem Falle werden ja die Wurzelausdriicke in (4) komplex.

Wenn beide Orbitalfrequenzen gleich VZQ%C-I-4 QZ sind, d. h. fiir =0, verschwindet
die linke Seite von (4). Wenn auBerdemi ;=0 ist, verschwindet auch die rechte Seite ;
die Frequenzgleichung ist also dann befriedigt. Fiir 2,% 0 entstehen gewisse Kompli-
kationen (s. 8. 70), mit denen wir uns aber hier nicht aufhalten kdnnen. Fiir Orbital-
frequenzen etwas groBer als \/4_!22—{-4 .(22 wird die genaue Kurve (4) von der Ellipse

abweichen. Eine weitere approximative Glelchung kann dann aus (4') durch Entwicklung

4 40244 .QZ
der Wurzelausdriicke nach steigenden Potenzen von ——>——2 erhalten werden; durch

(f—

Beschrinkung auf die zwei ersten Gheder in der Relhenentwmklung erhalten wir hier-
durch:
& (B—all)+ e (B—alUM)>—(el+¢1T) (2 Q2+ 2 Q) =
I__ I
= é SUI [(g:—2 Q, U™ (ﬂ—aUI)—(gZ—Q Qy UY (B — aUW]. (5)

Diese Gleichung stellt wieder eine Ellipse mit der langen Achse in der Ordinaten-
richtung und mit demselben Zentrum wie die frithere dar; sie geht aber nicht mehr
durch Origo, da die Achsen etwas groBer geworden sind.

Fig. 10 gibt die graphische Darstellung der Gleichung (4) mit den Orbitalfrequenzen
als Koordinatenachsen. Die gestrichelte Kurve stellt die bei kleiner Rotation sich
ergebende Ellipse (5), die voll ausgezogene Kurve die genaue Kurve dar. Die Abweichung
der zwei Kprven voneinander ist fiir groBere Werte der Orbitalfrequenzen ganz unmerkbar.
Als Einheit lings den Achsen ist die GroBe \/Z()i.+4 22=1,458.10""* sec—* verwendet
worden. Es sind ferner £y =0, g=9,81 msec~? der Temperatursprung 1° und der
Windsprung 20 m sec™" gewihlt worden. Hitten wir einen groBeren Temperatursprung
oder einen kleineren Windsprung verwendet, so wiirde die Ellipse groBer werden, da die
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% proportional sind. Es ist schlieBlich UM — U' > 0 voraus-
gesetzt worden; sollte dies nicht der Fall sein, so lieBe sich trotzdem die Figur durch
einfaches Umtauschen der Achsenrichtungen verwenden, wie es sofort aus (4) zu
ersehen ist. :

Aus der Figur folgt nun erstens, daB fiir lange Wellen immer zwei reelle Wurzeln
der Gleichung (4') vorhanden sind; der einen entsprechen positive, der anderen negative
Orbitalfrequenzen in beiden Schichten.

Bei wachsendem « werden anfinglich die Betrdge der Orbitalfrequenzen wachsen;
der eine Betrag wird aber bald einen Maximalwert erreichen, um dann wieder abzunehmen,
bis er den Wert VIQ%C-HL Qi nochmals erreicht. Der hierher gehoérige Wert von a bildet
vorlidufig einen Abschlufl der langen Wellen, denn fiir groflere a-Werte ergibt sich
anfinglich keine Ldsung der Frequenzgleichung, wenigstens nicht wenn die Schichten von
unendlicher Tiefe sind. Die eine Orbitalfrequenz ist nimlich in diesem a-Gebiet kleiner
als VZ—Q‘;’C—i—éL 2. Erst wenn o so grofl geworden ist, daB dies nicht mehr der Fall ist,
ergeben sich wieder zwei Wurzeln, diesmal mit Orbitalfrequenzen von entgegengesetziem
Vorzeichen. Mit wachsendem a werden auch die Betriige dieser Wurzeln zunehmen, bis
die Doppelwurzel erreicht wird, mit folgendem Umschlag zu komplexen Orbitalfrequenzen.

Fiir diesen maximalen Wert von o bei reellen Orbitalfrequenzen wird nicht allein
die Gleichung (4'), sondern auch ihre erste Derivierte nach § — der Doppelwurzel wegen —
Giltigkeit besitzen. Fiir diese erhalten wir nun:

Achsen derselben mit

(2B—al)’ —4 8 —402 L (f—alU)?—4 2 —4 Q2
& &
V(—aU)>—4 2 — 4 Q2 V(B—aUT) —4 Q2 —4 Q2

=— (I —¢h) 2 Q.

Da die Orbitalfrequenzen der Rotation sehr {iberwiegen, konnen hier die Wurzel-
ausdriicke wieder in Reihen entwickelt werden, wodurch sich ergibt:
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(B — all) + £ (f— a UM = — (el — o1 Q. ®)

Diese Gleichung stellt eine durch das Zentrum der Ellipse (5) hindurchgehenden
Gerade dar. Mit den meteorologisch vorkommenden Werten der Konstanten e und 2y
wird sie sehr nahe an der a-Achse verlaufen. Der Umschlag erfolgt deshalb bei grof3en
Werten der Orbitalfrequenzen.

Fir die Koordinaten der Schnittpunkte zwischen der Ellipse (5), die mit demselben
Naherungsgrad aus-der Frequenzgleichung erhalten wurde, und der Gerade (6) ergeben sich:

I e —el I
ﬁ—(IU = é“m gz—~2 .QyU =+
+V L(gz—2 9y U+ 1 2 0, U] Belel (o uy @402
o [5 (gz_ <y ) +e& (gz T A edy ) ]81+£H + (81“811)2( - ) ( x+ “Z>
8‘[*“8]1

B—aUl=

— EH(UH*UI){gz— 20, U +

1 8 el Il

+ V[el (9:—2 QyU)* + M (g, —2 2y U] el -l + (eT— 10

5 (U — DY (2 + %) } :

Hieraus konnte auch der Ausdruck fiir a berechnet werden; dieser wird fiir
Qx=10,;=0 in die Gleichung (8, 6) {ibergehen.

Fir noch grioBeres o werden die Orbitalfrequenzen komplex. Da die absoluten
Betréige derselben bei dem Umschlag groB waren, miissen sie auch in der unmittelbaren
Nihe des Labilititspunktes groB bleiben. Dann ist es aber gestattet, die Wurzelaus-
driicke zu entwickeln, wodurch wir erhalten:

e (B, +1 By — aUN 2+ (B, +1f, — aUM)? — (1 4 £11) (2 Q2 42 02) —

I__ I .
= i g l(9=—2 2y U™ (8, 1, — ol — (g — 2 Qy TY) (B, +i6, — aUM)].

Zerlegung in Imagindr- und Realteil gibt ferner:

e (B, — aUl) 4 L (B, — a Uy = — (L — 1) 0y, (6)
e (B —alUD + e (B, — alU™)?— (L + 1) (B3+2 242 Q2) =
I_ .10
= s prl9:— 22 UM (b, —al) —(g; —2 QUY (B, —aUM]. (D)

Der Realteil der Orbitalfrequenzen liegt also mit dieser Niherung auf der durch
das Zentrum der Ellipse hindurchgehenden Gerade (6) und wird folglich mit « gegen
Unendlich gehen. Dann wird es aber fiir alle komplexe Wurzeln gestattet sein, die obige
Reihenentwicklung auszufithren, und nicht bloB in der Nihe des Labilititspunktes, wie
es oben vorausgesetzt worden ist.

Die Gleichung (7) stellt auch eine Ellipse dar, mit demselben Zentrum wie (5). Die
Achsen sind aber hier groSer, indem auch der Ausdruck (s'+el) 3 eingeht. Da die
Realteile der Orbitalfrequenzen mit a unbegrenzt wachsen, muB dann die Ellipse (7) immer
grofer werden, woraus zu schliefen ist, daB auch der Imaginérteil der Frequenz, §,, mit
a gegen Unendlich gehen muB.

Ubrigens folgt aus (7), daB B, zwei gleichgroBe, aber entgegengesetzte Werte
annehmen kann. Entsprechend wird die allgemeine Stdrung aus einer Summe von zwei
Integralen der Form (1) bestehen; dem positiven Werte von f, entspricht eine mit der
Zeit unbegrenzt anwachsende Welle, wihrend der negative Wert eine gedimpfte Welle ergibt.



Vol. V. No. 9. INTEGRATIONEN DER ATMOSPHARISCHEN STORUNGSGLEICHUNGEN 91

Beide Wellen haben dieselbe Fortpflanzungsgeschwindigkeit, die nach (6) durch

B 8IUI+ EII UII SI_ £II Qy
PAmEpe) PR

gegeben ist, d. h. die Wellen pflanzen sich angenihert nach demselben konvektiven Gesetz
fort wie bei verschwindenden x- und z-Komponenten der Rotation (s. oben S. 23).

Auch fiir reelle Wurzeln der Frequenzgleichung werden jedem gegebenen Wert
von o zwel verschiedene Orbitalfrequenzen entsprechen. Die allgemeine Storung ist also
auch hier aus zwei Integralen (1) zusammengesetzt. Der Einfachheit halber werden wir
uns aber mit der Diskussion der Elementarlosung begniigen, wozu wir jetzt iibergehen
werden.

(a) Bei reellen Wurzeln der Frequenzglelchung ergeben sich, wie im Falle einer
unendlichen Schicht (§ 20), die folgenden linearen Relationen mit konstanten Koeffizienten
zwischen den Geschwindigkeitskomponenten (1):

' ; . 4!22+4Q2 -
20xut—(B—alU) }/ 1 — G— UI)_U L1+ 90, ul=
- - 4 QZ +4 !)3 o

woraus wieder die folgenden Gleichungen der Stromlinienebenen erhalten werden:

4 % +4 Q2
2Qxx—(/3~—aUI) 1— (ﬁ—UI)2'y+2.QzZ—KI

4 !)“ +4 .QZ
G— UII)2y+2 Q,z=KI,

(8
2 Qx4+ (f— o UM Vl

Die im ersten Quadranten gelegenen Nelgungswmkel ¢! und ¢ dieser Ebenen mit
der xy-Ebene folgen, wie in (20, 9), aus:

20
B—alUt|’

2!)2
ﬂ—aUH

cos § = cos 1=

)

und die Winkel zwischen der x-Achse und den Schnittlinien der Stromlinienebenen mit
der xy-Ebene ergeben sich, nach (20, 10), aus:

]/1 4+
2 Oy :

. 1 (B—alUY)
sy 3 T)2 2’ cosy'=(f—a Ty2 3 )
£VB—a U —4 2 +V(B—aUN*—4 2
2 LA 2 0
f,_toret (10)
T B—qUOe
sin yp!l= 2 Ox , cos yll=—(§— o UM (B—alU")

+V(B—aUT)*—4 22 £ V(B—aUD)>—4 22
Im Nenner dieser Formeln ist + zu wihlen, je nachdem £2,=0 ist. .
Die Neigung ist folglich am kleinsten bei der unendlich langen Welle; es ist dann

!.
tg 01 = tg 611 = . Wenn die Orbitalfrequenzen von demselben Vorzeichen sind, wird
2, :

die Neigung in der einen Schicht. fiir wachsendes o immer zunehmen, wihrend sie in
der anderen Schicht nach Erreichung eines maximalen Wertes wieder abnehmen wird,
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um zuletzt den bei unendlich langen Wellen vorkommenden Wert nochmals zu erhalten.
Wenn die Orbitalfrequenzen von entgegengesetztem Vorzeichen sind, ist auch 8 in der

einen Schicht mit « immer wachsend, und zwar von dem kleinsten Werte: tg 8 = ,an;

2x
Q.
in der anderen Schicht aber ist sie anfinglich groBer und zuerst wachsend, dann wieder
abnehmend. Bei dem Umschlag zu komplexen Wurzeln ist die Neigung beinahe dieselbe
in beiden Schichten geworden, sie ist nur ein klein wenig gr6Ber in der Schicht II.

Die Anderung des Winkels v soll nur fiir positive Werte von Qx, 2, und UX— !
untersucht werden.

Wenn beide Orbitalfrequenzen positiv sind, liegt w! im ersten und 4™ im zweiten
Quadranten, und zwar sind sie gleich 0, bezw. 180° fiir Q2,=0. Bei sehr langen Wellen
liegen sie nahe an 90°; mit abnehmender Wellenlinge wird w! langsam abnehmen, wihrend
wll zuerst wichst und dann wieder nach 90° zuriickgeht.

Fir die Welle mit negativen Orbitalfrequenzen ergeben sich #hnliche Resultate,
wenn die Schicht-Indizes vertauschi werden.

Wenn schlieBlich §—aU'>0, f—aUT<<0 sind, liegen beide Winkel im ersten
Quadranten. Von den fiir jeden a-Wert moglichen zwei Wellen betrachten wir bloB die-
jenige mit dem groBten Wert von f—a UL

y' wird dann im Anfang 90° sein und mit der Wellenlinge immer abnehmen, bis
der Umschlag zu komplexen Wurzeln erfolgt. Fir ! kénnen die Wurzeln in (10) ent-
wickelt werden; es ergibt sich dann angendhert:

L 20,
Sy = m .

p! ist also im Anfang klein und wird mit wachsendem a zuerst noch kleiner, bis
ein Minimalwert erreicht ist; dann fingt er an zu wachsen und ist bei dem Umschlag
zu komplexen Wurzeln sehr nahe an ! ‘gekommen.

Die Form der Stromlinien in den Ebenen (8) ergibt sich nach (20, 11) aus:

) _'JI
cos(ax—pft+6;z) =K et 1"

¢(§Hz - (11)
cos (ax— ft+olz)=KMLeT 17,

Die asymptotischen Ebenen:
1 1 o 1
ox+dyz= k—[—; 7+pt, bezw. ax+dy z= If—l——2— w+pt,

werden fir gleiche, ganzzahlige k-Werte einander an der Diskontinuititsfliche schneiden;
da im allgemeinen of+ 6l ist, haben sie verschiedene Neigung zu derselben, wenn auch
die Neigungswinkel immer in demselben Quadranten liegen. In beiden Schichten ver-
laufen die Stromlinien mit ihrer Konkavitit gegen die Diskontinuititsfliche zu.

Die Gleichungen der Orbitalbahn ergeben sich wie gewdhnlich aus (1); wir wollen
sie nicht hinschreiben, da sie unmittelbar aus (20, 12) durch Einfithrung der Indizes I
und II folgen, indem wir dabei aufpassen miissen, daBl die Wurzeln in den zwei Schichten
entgegengesefztes Vorzeichen erhalten. Wie es bei einer einzigen unendlichen Schicht
der Fall gewesen ist, wird auch hier die Orbitalbahn kreisférmig vom Radius:

Iﬂ—aUIlz eia{z Al I/)’—aUHIZ eié?z.

g _— T\2 2 ’ — e 5 (12)
V(f—alUP—4 2 V(B—aU"P—42
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Fiir die Winkelgeschwindigkeiten ergeben sich aus (19, 15):

M__|QZ|
dt 9,

11
p—avt], Lo 12y qn, (13)
sie sind folglich gleich dem Betrage der Orbitalfrequenzen.

Die Umlaufsrichtung ist in beiden Schichten negativ oder positiv, je nachdem
2,==0 ist. Dasselbe gilt auch fiir die Projektion des Orbitalkreises auf der xy-Ebene.

(b) Bei komplexen Wurzeln der Frequenzgleichung besteht auch eine lineare Rela-
tion mit konstanten Koeffizienten zwischen den Geschwindigkeitskomponenten. Um die-
selbe zu erhalten, schreiben wir fiir einen Augenblick diese Komponenten in der kiir-
zeren Form: )

_ (B—alU)Z A\ i (@ x—f 1) 0z
R p— (4, +ids)e

__(B—=alU)z ) g (6 x—B 0140z
T e — e BB "
o (B—al) Z (C, 410, el x-BO+z

B—aUp— 402

Nach (20, 6) werden dann die folgenden Relationen zwischen den Koeffizienten
bestehen :
A2+ B+ (% = AL+B+CY,
A, A,+ B, B,+ C, C,=0.
Aus den Geschwindigkeitskomponenten din der Form (14) kann nun die gesuchte
Relation sofort erhalten werden. Es ist ndmlich:

(B,C,— B, C)u—(4A, C,— A, C))v+(4, B,— 4, B)) w=0,
indem dann sowohl der reelle wie auch der komplexe Teil der Integrale identisch ver-
schwinden. Hiermit ist dann auch die Gleichung der Stromlinienebenen gegeben, die wir
folgendermaBen schreiben:
Ax+uy+rvz=K. (16)

Es sollen hier 2, u, » die drei Richtungskosinus der Normale zu den Stromlinienebenen
darstellen; mit einem spéter zu bestimmenden Proportionalititsfaktor M erhalten wir

folglich:
Mil= B,C,—B,C,

Mu=—4,0,— A, () (17)
My= A,B,—A,B,.

Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen, unter Beriicksichtigung der

bekannten Relation:
AR pt4yi=1,

ergibt sich erstens:
M2:(B1 02 _B‘z 01)2 + (Al Cz —AQ 01)2+ (A1 B‘z — A‘z B1)2 ’
woraus wieder, nach Umformung der rechten Seite unter Beriicksichtigung von (15), das

einfache Resultat:
M=+ (424 B+ (%) (18)

herauskommt. Das doppelte Vorzeichen ist hinzugefiigt um anzudeuten, daB die Normalen-
richtung zweideutig ist.
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Fir die Berechnung der Richtungskosinus A, w, v setzen wir zuerst zur Abkiirzung:

tVB—aUP —4 P2 —40% =m +im,. (19)
Hieraus ergibt sich nun:
2 mj 2 2 2 2
2111% :i[(ﬁl_aU) _ﬂ2_4‘gx—_4‘QZ]+

V(B —aUP+BP—8 (B + 92) [(Br—a UP— B3|+ (4 2 +4 8P, (20)

wo rechts das obere Vorzeichen fiir m, und das untere Vorzeichen fiir m, zu verwenden ist.
Mit den Werten (1) fiir die Konstanten A, B, ¢ folgen dann aus (17):

Mi= {_294%-aU)2+ﬁ§—49§]+49zﬂ2m1~
— 20 o [(Br—a UP— fi— 4 2] mil} (bi— aU)
Mu— {[(ﬂl—a UP+ i —4 Q] mu+8 Oy Oy o +

+/3§[(/31—CLU)2—|—/3§+4Q§] mil} (p1—al) @1)

1
Mvz——{.? Qz (M3 + mi+42)+ 20,6 [(B,—aUP+£3+4 Q2 ;1} (f1—aU)

+M = {(ﬂl—a UP+pi—4 Q§+8ngz/32% +
1
+ﬂ§[(ﬂ1~a U)? + /3§+4Q§] —;?} (B1—a)p.
1

Fiir §,=0 reduzieren sich diese Formeln auf die entsprechenden fiir reelle Wurzeln
der Frequenzgleichung, s. oben S. 91.

Die Formeln (21) sind ganz allgemein. Sie gestatten aber eine grofie Vereinfachung,
indem, wie wir schon gesehen haben, die absoluten Betrige der komplexen Orbital-
frequenzen sehr groS im Verhiltnis zu der Rotation sind, wodurch eine Reihenentwicklung
der Wurzeln von (19) und (20) unbedenklich wird. Es ergeben sich dann in erster Naherung:

( 2024202 )
my =+ (8, —al) 1—m—“'

(1 20%+202 ) (22)
m‘z_iﬂQ +(ﬁ1_aU)2+ﬂ‘ﬁ+ .

Bei der Hinzufiigung der Indizes I und-II muB erinnert werden, daB das Zeichen
vor der Wurzel in den zwei Schichten entgegengesetzt sein soll, wodurch auch fiir m!
und m' entgegengesetzte Vorzeichen gewihlt werden miissen.

Die Lage der Stromlinienebenen und der Orbitalebenen relativ zu den kartesischen
Achsen ist wieder durch die Angabe der Winkel ¢ und y festgelegt, wobei

A=siny sin @, pu=—cosy sin 6, v==cos 0§

sind. Mit den in (17) und (18) gegebenen Werten von A, 4, v erhalten wir folglich:

sin 8= M_ cos §=— A1B2_A2B]_
Aj+ B+ Y +(AZF B+ CY) o
i Bi Gy By O ArCe— 420
sin Y= COs W=

V(A + B2+ 0% (C3+ CY) +V(A+ B+ %) (C21CY)
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Von dem doppelten Vorzeichen ist + oder —zu verwenden, je nachdem 4, B, — 4, B,
= M»==0 ist, da ¢ im ersten Quadranten liegen soll. Die Ausdriicke auf der rechten
Seite dieser Gleichungen sind in (17) und (21) ausgerechnet; es fehlt nur noch:

O3+ C2=[(Br—a UR— fi— 4 2P+ 4 f2(fr—a UR.

Fir die Orbitalbahn eines Teilchens ergibt sich mit Hilfe der in (18, 18) ein-
gefithrten kartesischen Koordinaten &, # in der Orbitalebene:

AT+ B2+ (P
- +
1 2

A2 B2 2
n= _1_'__1_-}—.‘0_1 Zellex—p g 48z
Ci+ 03 ’

oder durch Einfiihrung von Polarkoordinaten:

A2 2 2
/AL BTG s
3+ 3

(24)

qo::—;i T (ax—pt+6,2).

Wenn schlieBlich die Koordinaten (x,, z,) des Teilchens in der stationfiren Lage
eingefiihrt werden, wobei angenihert x=x,-+ Ut, z=2z, sind, so kann die letzte Gleichung
(24) aunch:

p==% (B —aU)t+gp,

geschrieben werden. Durch Elimination von f aus dieser und der ersten Gleichung (24)
erhalten wir dann die Gleichung der Orbitalbahn, in Polarkoordinaten ausgedriickt. Es
wird dies die logarithmische Spirale:

———5 3 (r—
AT B0 LTy
r= e FHeU .

Ci+C3

Der Radinsvektor wichst exponentiell mit # nach Unendlich (8,>0); auBerdem be-
steht die gewdhnliche exponentielle Abnahme mit der Entfernung von der Diskontinuitéts-
fliche. Die Umlaufsrichtung in der Bahn folgt aus der Winkelgeschwindigkeit:

do

7 £ —al);
wo + fiir My=0 zu verwenden ist. Da M» nach (21) den Faktor 8, —aU enthilt,
wird folglich die Umlaufsrichtung negativ oder positiv, je nachdem

1
20 (i + m+ 4 )+ 20 fy [(fr—a U+ f+4 ] - =0

ist. Fiir ©2x=0 erhalten wir folglich dieselbe Ungleichung wie bei reellen Wurzeln:
0,=0; wenn aber Qy + 0 ist, liegt die Sache anders. Selbst fiir £,=0 wird dann die
Orbitalebene eine schrige Stellung zu der Vertikale einnehmen.
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o
[ax}

§ 23. Die Wellenbewegung in zwei endlichen Schichten.

Wir gehen gleich zur Diskussion der Frequenzgleichung (18, 10) iiber. Nach den
in dem vorigen Paragraphen gewonnenen Erfahrungen schreiben wir sie in der folgenden
Form:

) 462 +407
/ 4522 —{—4!)2 (ﬁ_._a UI)‘.E
(B —a UY)? “ﬁﬁcotgh a Bt -
o 1 (2% Y
( B—all
l_m
IT 11 m - (/‘f——aUH)?
+e'l(f—aUM)? —(ﬁl—l)acotghah — 5o, 5 =
(ﬂ__aUII )
el Il
= gr—gle2 QU (f—a U —(g: —22y UY (§—a U] . (1)

Fiir groBe absolute Betriige der Orbitalfrequenzen ergibt sich nun hieraus:
el [(ﬂ— aU)?—2 Qi— 2 .Qg] cotgh a Al -+ ¢ [(f—a U229 Qi* 2 .Qg] cotgh o hll=

el Il

= i [(9z:—22, UM (8 —aUY)— (g:— 20, UY (§—a U] .

Fir sehr grofie Werte von a konnen auBerdem noch cotgha h'=cotgha k=1 ge-
setzt werden, wodurch wir wieder auf die Gleichung (22, 5) gefithrt sind. Tir groBe
Orbitalfrequenzen verhilt sich folglich die Frequenzgleichung im Falle endlicher Schicht-
dicken angenidhert wie bei unendlichen Schichten und braucht deshalb nicht weiter beriick-
sichtigt zu werden. Die komplexen Orbitalfrequenzen sind hierin mit einbegriffen.

Wenn eine oder beide Schichten sehr diinn sind, wird das Argument von cotgh fir
lange Wellen klein, und die obige Entwicklung nicht mehr glltig. Fiir ein kleines Ar-

1
gument 0,k kann aber cotgh J, h angenihert durch 5h ersetzt werden, wodurch (1) ergibt:
1

I 1L
a6 —aU” =4+ Sr[(p—a U 402
SI*— €H i
= (92 QU (B—a U —(g:—2 2, U") (5—a U]

Wird hier a durch Un_l_[ﬁ[(ﬁ—a UY)—(B—a UM)] ersetzt, so folgt die quadra-

tische Gleichung:

& I 5
{F‘_m (9: =29y Unﬁ (B—alU)+
I—SH .
2 0y (U4 U] —a U (—a ™) +
el PSS ¢ 0
" [ﬁ_ﬁtzj—lyz@“mgw] (B—a U™ — ( =+ hH) 402 ©)

Wenn hier, wie auch im vorigen Paragraphen, f — a UT und B— o UM als kartesische
Koordinaten interpretiert werden, so stellt diese Gleichung einen Kegelschnitt mit Zentrum
im Origo dar. Je nachdem
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I é‘H (UII UI)2 > g
AP (81 e 6II)

10— 2y Uy + = i (gz 2 Qy UM+ (T — ¢ 2 (8)

ist, wird der Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel sein. Wenn der Winkel
zwischen der Abszissenachse und der groBen Achse des Kegelschnittes mit v bezeichnet
" wird, so ist:

2 g:— Qy(UF + UM
tg2v= U8/ &l I O — 8
(ﬁ _ hH) i + 2 Qy

fiir beinahe gleiche Schichtdicken liegt dann v nahe an —45°.

Da Parabeln und Hyperbeln auftreten kénnen, hat es den Anschein, als ob sich in
diesen Fallen blof reelle Orbitalfrequenzen ergeben wiirden, wie grof auch a wire. Es
mul3 aber erinnert werden, daB die Gleichung (2) fiir sehr groBles a nicht mehr giiltig
ist, so daB der Kegelschnitt nur in der nichsten Umgebung von Origo eine brauchbare
Anndherung an die genaue Frequenzkurve (1) darstellen wird.

Fiir Orbitalfrequenzen kleiner als der Kritische Wert, \/4 24402 werden gewdhn-
liche anstatt hyperbolische Kotangensfunktionen in der Gleichung (1) auftreten, indem
dieselbe folgendermaBen geschrieben werden kann (s. § 21):

4!23—{—4 Q2
4 24408 (/g—_ﬁ‘
£ (ﬂ—aUI\OV—- ————U),cogahl 1 S~ n
“(ﬂ —a UI)
1+4Q§C—|—4 2
b —g UH)QV_l LA Q? ot el (ﬁmaUI(I)‘z )
(p—alU™? 1_( 20, )2
I ol b aUH
— fjen“:_LUI [(g-—2Qy U (B—aU") — (g:—2 2y U) (f—a U] . @

Liegt nur fiir die eine Orbitalfrequenz ihr Betrag unterhalb des kritischen Wertes,
so bleibt natiirlicherweise der hyperbolische Kotangens in dem einen Gliede links bestehen.

Die Diskussion der Gleichung (4) soll nur fiir ;=0 durchgefiihrt werden. Die
rechte Seite verschwindet dann fiir a=0; folglich miissen die zwei Kotangensfunktionen
entgegengesetzte Vorzeichen haben, und dles ist fir a=0 nur moéglich, wenn =420,
ist. Fiir h'> hY liegt das Argument I im zweiten, das Argument IT im ersten Quadranten,
und fir K<Y ist es umgekehrt; fiir h'=Ah" sind schlieBlich beide gleich 90°. Die
zwei Punkte (2 2;, 20;) und (—20,;, —2 ;) bleiben aber immer noch Wurzeln von (4),
wenn auch die Argumente um nx verindert werden (n ganzzahlig); alle Losungskurven
in der Nihe dieser Punkte miissen also durech dieselben hindurehgehen, wodurch sie
Knotenpunkte werden.

Es 148t sich auBerdem zeigen, dafBl die Kurvenschar die sechs Asymptoten:

0 ST \U
ﬂﬁaU_{i‘/‘l.Qi—i—‘l@’ f—al “{i\/49‘§c+—4®_§’
besitzen. Von groBer Bedeutung fiir eine Diskussion des qualitativen Verlaufs der Kurven
ist auch die Tatsache, daB die Geraden: f—aUl=+ 22, und f— aU"=+ 2 Q,, auBer-
halb der Knotenpunkte niemals von einer Kurve geschnitten oder berlihrt werden konnen.
An diesen »singuliren« Geraden wird nimlich das Argument des einen cotg von (4) un-
endlich, und es kann dann gezeigt werden, daB sie selbst Losungskurven darstellen.

7



98 H. SOLBERG Geof. Publ.

Hieraus folgt erstens, daB der Kegelschnitt (2), der sich auch bei kleinen Argu-
menten der cotg aus (4) ergibt, an seinen Schnittpunkten mit diesen Geraden nicht mehr
gelten kann; die genaue Kurve wird deshalb aus den getrennten Kurvenzweigen bestehen,
worin der Kegelschnitt zerfdllt.

Derjenige Zweig, der durch den Endpunkt der groBen Achse des Kegelschnittes
geht und in unserer Ebene im vierten Quadranten liegt, wird in der Nihe der Geraden:
f—aUl=|2Q;| und B—a UL =—|2;|, von dem Kegelschnitte abweichen, und zwar
biegt er an der ersteren Gerade nach links, an der letzteren nach rechts um, und entfernt
sich immer mehr von Origo, um schlieSlich die Asymptoten: f—a Ul=14 Q2+ 4 0% und
B—aUl=—YV4 2 + 402 im Unendlichen zu erreichen. Das Argument von cotg im
ersten, bezw. im zweiten Gliede auf der linken Seite von (4) geht gleichzeitig gegen =
(fiir UM — UT>0), wodurch die Kurve in groBer Entfernung von Origo angenihert durch

die Formeln:
0, \?
1 ez
w1+ ()|

T Bra?
R SR Wt VPSRN St ) N FA S itt J et
g ¢ a U] L s =
und
Q 2
1T _oez
& [H(Qx” o1/, e
|UH_UI| (,B_GU) — +(/3_a_U_I‘IF—JT,

gegeben ist. Wie in den vorigen Paragraphen, ist auch hier das Anwachsen des Argu-
mentes auf ein kleines Gebiet in der unmittelbaren Ndhe der kritischen Geraden be-
¢chrinkt, wo die Kurve rasch umbiegt.

AuBer diesen Kurvenzweiges, der einer Grundschwingung der Fliissigkeitsschichten
entspricht, vgl. S. 83, gibt es noch unehdlich viele andere Kurven (Oberschwingungen),
die dieselben Geraden als Asymptoten haben, wobei aber der cotg ein Argument von nz
im Unendlichen hat (n==2, 3, 4, . . .). Diese Kurven verlaufen deshalb den Geraden
B—alU'=|28;|, p—aUT=—|20Q;| um so niher, je gréBer n ist, um schlieBlich fir
n=ow mit denselben zusammenzufallen. Die Argumente der zwei Kreisfunktionen #&ndern
sich kontinuierlich lings einer Kurve; solange die gewdhnliche Kotangensfunktion nur in
einem Gliede auftritt, mufl aber die Anderung des Argumentes von dieser Funktion weniger
als = betragen, denn fiir ein Argument gleich einem ‘Multiplum von = wiirde ja dann
die linke Seite von (4) unendlich werden. Nur in der Nihe des Punktes (|2 Q,|, —|2 Q.]),
wo der gewOhnliche cotg in beiden Gliedern vorkommt, konnen die Argumente groBere
Anderungen aufweisen, wobei sie aber gleichzeitig und auf solche Weise Multipla von =
werden, daB die linke Seite dann die unbestimmte Form: oo—o0 annimmt. Es liBt sich
zeigen, daBl dies immer mdoglich ist. Wenn wir z. B. die erste Oberschwingung betrachten,
so #dndert sich das Argument des ersten Gliedes von n+u' bis m—75', wihrend das
Argument des zweiten Gliedes sich gleichzeitig von 7—#'! bis n+%' dndert (y eine sehr
kleine Grofe). Wenn beide Argumente den kritischen Wert @ annehmen, folgt dann fiir
die linke Seite von (4): ©c—o.

Die zwei aus dem Kegelschnitte entarteten Kurvenzweige, die durch die Knoten-
punkte (4 2£;, + 2 £,) hindurchgehen, miissen auch in der Nihe der Geraden: g— aUl
=|20Q;] und p— aUT=-—|2Q2,|, umbiegen, und zwar werden sie hier nicht diesen Ge-
raden ins Unendliche folgen, sondern in umgekehrter Richtung nach dem Punkte (|2 £,],
—|2 Q,|) verlaufen, wo sie zusammenstofien. In der Nihe dieses Punktes, wo der ge-
wohnliche Kotangens in beiden Gliedern von (4) vorkommt, werden die zwei Argumente
— wegen der Nenner — entgegengesetzte Vorzeichen haben. Wenn z. B. das eine
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Argument z—g! ist, wird das andere —s+%'; an der Grenze fiir —>0 ergibt sich
dann wieder — o + o an der linken Seite von (4). Je ndher wir an den Punkt
(122:|, —|29;]|) riicken, je gréBer wird das eine Argument und je kleiner das andere:;
der Zuwachs ist aber vom selben Betrag wie die Abnahme, wodurch ein Argument von
nx in dem einen Gliede gleichzeitiz mit einem Argumente von —nz in dem anderen
Gliede vorkommt. Die linke Seite von (4) wird deshalb immer endlich bleiben.

AuBer dieser Kurve, die zur Grundschwingung fiihrt, gibt es auch unendlich viele
andere Kurven, die die Knotenpunkte verbinden. Eine Schar folgt zuerst der Gerade
B— a U'=|2 Q| zu ihrer rechten Seite, passiert durch den singuléiren Punkt (|2 £,], —|2 2.])
und geht dann an der unteren Seite der Gerade f—a U'=—|2 Q,| bis zum zweiten
Knotenpunkt. Ferner gibt es eine Schar auf der anderen Seite dieser Geraden, die angenihert
als gleichseitige Iyperbeln betrachtet werden kann; sie verlaufen den Geraden um so
niher, je grofer die Argumente sind. Die der GrundstrOmung entsprechende Kurve ist
also dem Origo am nichsten.

Diese zwei Scharen setzen iibrigens auch auf der anderen Seite der Knotenpunkte
fort, und zwar geht die erstere asymptotisch gegen die positive Ordinaten- und die nega-
tive Abszissenachse, wihrend die letztere Schar der Geraden: f—a U'=Y4 Q%+ 4 Q2 und
B—aUl=—V1 22 +4 0% zustrebt.

Es sind schlieflich noch die durch den singuliren Punkt (|2£2;|, —|2Q;|) hin-
durchgehenden Kurven anzugeben, die den Oberschwingungen entsprechen. Dieselben
haben die negative Ordinaten- und die positive Abszissenachse als Asymptoten, verlaufen
aber sonst den Geraden: f—aU'=|2;| und 8— a Ul=—|2;|, sehr nahe. Da die
Argumente von cotg im Unendlichen sich dem Werte — nn nidhern (n=1,2, 3, ---), wird
die Gleichung der Kurvenschar angendhert durch

———

h V4 2+ 42

T i B aUY B —aU = na
“x

und

o V42422
T g P eUNE—alUh=—n=x
X

gegeben sein; sie stellt also gleichseitige Hyperbeln dar.

Da der Verlauf der Kurven um Origo symmetrisch ist, und da auBerdem — von
I

dem sehr nahe an 1 gelegenen Faktor Z—I abgesehen — noch Symmetrie um die a-Achse
(s. 8. 87) herrscht, so kann hierdurch die Diskussion des qualitativen Verlaufs der
Kurven in der ganzen Ebene als abgeschlossen betrachtet werden.

Eine graphische Darstellung der Frequenzgleichung ist aus der Figur 11 zu ersehen.
Es ist dabei £;=0 und Qx=. gewidhit worden. Ferner sollen die Fliissigkeitsschichten
dieselbe Dicke, gleich 5000 m, haben, wihrend fiir den Temperatur- und Windsprung die
im vorigen Paragraphen verwendeten Werte: 4%=1° und 4 U=20 m sec™ !, gewihlt worden
sind. Die durch die singuliren Punkte hindurchgehenden horizontalen und vertikalen
Geraden — gestrichelt in der Figur — zerlegen die ganze Ebene in rechteckige Gebiete;
von den in jedem Gebiet verlaufenden unendlich vielen Losungskurven sind nur die-
jenigen, die der Grundschwingung entsprechen, als voll ausgezogene dicke Kurven mit-
genommen worden. Mit dem verwendeten MafBstab werden diese zum Teil den ge-
strichelten Geraden sehr nahe liegen; sie haben aber die voll ausgezogenen diinnen
Geraden als Asymptoten. Die den Oberschwingungen entsprechenden Lodsungskurven
wiirden noch ndher an die gestrichelten Geraden liegen. '
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In der Figur sind nur die Kurven in der Halbebene fiir o(U™— U >0 in Voll-
stindigkeit angegeben worden. Es soll ja immer ¢ >0 sein; sollte nun UX— UT< 0 sein,
so wiirde die Figur durch eine bloBe Umkehrung von der Richtung der Abszissen- und
Ordinatenachse noch giiltig bleiben. Zum besseren Uberblick sind auch ein paar Kurven-
zweige in der negativen Halbebene eingezeichnet worden.

In der ganzen KEbene besteht folglich die ILdsungskurve aus fiinf verschiedenen,
getrennten Zweigen. Der erste Zweig (I in der Figur) geht durch die vier singuliren
Punkte und hilt sich in seinem ganzen Verlauf im Endlichen. Der zweite (II) geht durch
die Knotenpunkte und verliuff in beiden Richtungen ins Unendliche. Dasselbe gilt auch
fiir seine um Origo symmetrische Kurve (IT'). Der dritte Zweig (III) und seine sym-
metrische Kurve (in der Figur nicht eingezeichnet) haben schlieSlich ihre Endpunkte im
Unendlichen, beriihren aber nicht die singuliren Punkte.

Es ist leicht einzusehen, daB die fiir unendliche Schichten sich ergebende Losungs-
kurve (die Ellipse von Fig. 10) fiir endliche Schichten in die Zweige II und III tiber-
gehen wird. Der Zweig I dagegen, der in seinem ganzen Verlauf mindestens eine Orbital-
frequenz unterhalb des kritischen Wertes aufzuweisen hat, ist neu hinzugekommen.

Mit den gewdhlten Werten der physikalischen Konstanten wird der Kegelschnitt (2)
eine Ellipse darstellen, deren lange Achse angendhert in die a-Achse fallt. In der Figur
ist die Kontur der Ellipse aus Teilen der Zweige I und IIT deutlich zu erkennen. Hitten
wir die Schichthohen groBer gewdhlt, so wiirde auch die lange Achse der Ellipse grofer
werden; ihr Maximalwert ist durch die in dem vorigen Paragraphen fiir unendliche
Schichtdicken erhaltenen Werte gegeben.

Aus der Figur folgt nun, daB jedem Wert von a mehrere Wurzeln der Frequenz-
gleichung (1) entsprechen werden, die als Schnittpunkte zwischen den Zweigen der Figur
und einer zur a-Achse senkrechten (Ferade hervorgehen. Wenn diese Schnittpunkte reell
sind, ergeben sich auch reelle Wurzeln. Durch Verschiebung der Gerade lings der a-Achse
wird es aber vorkommen, daB zwei reellé Schnittpunkte aneinanderriicken, um schlieBlich
zusammenzufallen. Die Gerade wird dann eben die Kurve beriihren, in welchem Falle
die Gleichung (1) eine Doppelwurzel hat. Fiir noch grofiere (oder kleinere) Werte von a
gehen schlieBlich die Schnittpunkte ins Komplexe tiiber, wodurch sich zwei konjugiert
komplexe Wurzeln ergeben.

Wenn wir uns diese Tatsache vor Augen halten, so ersehen wir sofort aus der
Figur, daB jedem Wert von a sechs Wurzeln entsprechen werden.

Wir wollen zuerst das Verhalten dieser Wurzeln bei einer Variation von a von 0
bis ®w untersuchen. '

Fir kleines o sind alle sechs Wurzeln reell und verschieden. Wenn wir aber in

40,
UII _ UI
Schnittpunkte mit der Kurve II' mehr, wodurch die zwei Wurzeln als konjugiert komplex
erscheinen miissen. HEs 146t sich nun zeigen, daB diese Wurzeln wieder ins reelle Gebiet
zuriickkehren werden, sobald der singuldre Punkt erreicht ist. In Wirklichkeit stimmen
sie dann auch mit denjenigen Wurzeln iiberein, die sich aus dem durch den singuldren
Punkt gehenden Teil der Kurve I ergeben. Nach Passieren dieses Punktes erhalten wir
deshalb wieder sechs verschiedene, reelle Wurzeln. In zwei kleinen Bereichen um die
a-Werte (£25=0 vorausgesetzt):

die Néhe des kritischen Punktes o= gekommen sind, erhalten wir keine reelle

4| Q| (U —1UY 4| Q(Ur—1")
a= PN i und = PR
(UII _ UI)‘Z_ SII hngz (UII . UI)?__ 81 hI gz

, (5)
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Fig. 11.

d. h. um die Schnittpunkte zwischen der Ellipse (2) und den Geraden: f—a Ul=|2 ;]

und f—aUM=—|20,|, werden je zwei der Schnittpunkte mit dem Zweige I ins Kom-
I 11

plexe iibergehen, wodurch wieder zwei (fiir T angendhert gleich %T sogar gleichzeitig vier)
konjugiert komplexe Wurzeln aufkommen. Der komplexe Teil dieser Wurzeln ist sehr
klein und wird auch bald fiir groBere « wieder verschwinden, wo die Wurzeln mit den
aus dem Zweige III erhaltenen iibereinstimmen. Alle sechs Wurzeln bleiben nun in einem
miBigen Bereiche reell; wie bei unendlichen Schichten, miissen aber auch hier fiir
geniigend groBes a zwei der Wurzeln wieder konjugiert komplex werden, und sie halten
sich so fiir alle groBere Werte von ¢, unter stindiger Zunahme des komplexen Teiles.

Da komplexe Wurzeln der Frequenzgleichung mit Instabilitit der Grundstrémung
verbunden sind, gibt es folglich im allgemeinen vier verschiedene Bereiche von a zwischen
0 und oo, fir welche die Wellenbewegung exponentiell anwachsen wird. Der grifte
Instabilitdtsbereich wird auch bei nichtvorhandener Rotation vorkommen, wenn nur der
Windsprung und a groBl genug sind; die anderen Instabilititsbereiche dagegen, die dann
vorkommen, wenn eine oder beide Orbitalfrequenzen in der unmittelbaren N#he von 2 2,
liegen, sind folglich durch die Corioliskrifte bedingt.

Lassen wir die Rotationskomponenten £y und £, gegen Null gehen, so zieht sich
der Zweig I zu einem Punkte (Origo) zusammen; die Zweige II und II' gehen -in die
Koordinatenachsen iiber und ergeben die singuldren Losungen: f—a Ul=0, §—a UM=0,
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auf deren Existenz wir schon frither (Kapitel II) bei der Behandlung dieses Spezialfalles
(Qx=82,=0) aufmerksam gemacht haben, wihrend schlieBlich die Zweige III und III' in die
dort diskutierten Losungen ilbergehen.

Nach dieser ausfiihrlichen Diskussion der Frequenzgleichung liegt nun alles zurecht,
um die Wellenbewegung, die durch (18, 11) gegeben ist, in ihrer Abhingigkeit von der
Wellenlinge studieren zu kénnen. Da eine vollstindig erschopfende Diskussion, der
vielen auftretenden Parameter und der verschiedenen, moglichen Wellentypen halber,
ziemlich langwierig — und langweilig — ist und auch den Rahmen dieser Arbeit ginzlich
sprengen wiirde, werden wir deshalb bei dieser Gelegenheit auf eine solche Diskussion
verzichten. Die Hauptergebnisse sind {ibrigens schon am SchluB des § 18 angegeben
worden; mehr ausfithrlich sind sie bei der Diskussion der Wellenbewegung in einer end-
lichen Schicht zur Darstellung gekommen (§ 21), wihrend diejenigen Modifikationen, die
dieser Diskussion, wegen des Vorhandenseins zweier Schichten, noch bediirfen, aus den
Ergebnissen des § 22 zu ersehen sind.

Zum SchluB werden wir einige numerische Angaben zu der Frequenzgleichung
mitteilen. Zur Vereinfachung werden wir nur den Fall von diinnen Schichten behandeln;
es soll deshalb die Frequenzgleichung in der vereinfachten Form (2) zugrundegelegt
werden. Wie wir jetzt wissen, wird diese nur zwei von den sechs fundamentalen Wurzeln
der vollstindigen Gleichung angeben. kOnnen, indem sie in der verwendeten Koordinaten-
ebene einen Kegelschnift darstellt. Dieser Kegelschnitt wird auch nur fiir lange Wellen
einen einigermaBen richtigen Ausdruck fiir die Frequenzgleichung geben (s. S. 97). Auch
wird der an den Schnittpunkten dieses Kegelschnittes mit den singuldren Geraden statt-
findende Ubergang der Wurzeln ins Komplexe durch (2) nicht zur Darstellung gebracht
werden kdnnen. :

Es sollen die zwei Schichten von derselben Machtigkeit (A'=h""=h) und von gleich-

groBen, aber entgegengesetzten Grundstrémen (UM= —U'=U) sein. Wenn dann die
Dichten durch .
- A9 -
EIZS(1+-‘—;), aII=£(1—A—i9>
29 29
ersetzt (s. § 8, Formel (7) und (10)) und a= 2L—n, ,822.71% eingefiihrt werden, so ergibt
sich aus (2), wenn noch Q,=0 ist:
c\? dd¢ Q;L\* A9 h
<~) +T—+1~(—Z—)— 2L g=0. (6)
U, % U a U 29 U
Tabelle III.
L 49
u 1 2 5 10
104 —1,7.10-841.0,39| — 3,3.10-34-0,8 — 8,8.10-3+£1,8 —1,7.10-24-2,7
10° —1,710-341,6 —3,310-83+1,8 " | --8310-8+24 | —1,7.10-24+31
108 —1,7.10-3+164 | —8,8.10-34+164 | —8,310-3+16,5 | —1,7.10-24 16,6
°ly

, als Funktion von A4 und ——L—
°ly v

Diese quadratische Gleichung in % ist in der Tabelle III fiir verschiedene Tempera-

turspriinge A¢¥ und verschiedene Werte des Verhiltnisses zwischen der Wellenlinge L und
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dem Grundstrome U tabellarisiert worden. Es sind dabei ¢=3800°, 202,=1,08. 10 4sec 1,
h

gz=9,81 msec~2 und T 50 gesetzt worden. Es ergeben sich wachsend_eLFortpﬂanzungs-

geschwindigkeiten bei zunehmenden Werten der zwei Parameter 4+ und = . Fiir 49=5"

und U=10msec! wird z. B. die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von einer Welle von
1000 km Linge gleich 24 msec™!. Fiir unendliche Wellenlinge wird auch ¢ unendlich.
Der aus dieser vereinfachten Gleichung (2) nicht hervorgehende Instabilititsbereich
wird nach (5) angendhert um den Wert
L 7 A9 h
—=r—1l——== 7
o=l o) w
liegen. Mit den obigen Werten der Konstanten ergeben sich fiir 49=1°, 2° die Werte:
L
T =3,6.10% 1,1.10%. Fir die groBeren Temperaturspriinge wird die rechte Seite von (7)
negativ; es gibt dann keine Schnittpunkte zwischen dem Kegelschnitt und den kritischen
Geraden. Der Kegelschnitt ist dann eine Hyperbel, wie es auch aus (3) zu ersehen ist.
Mit den gewihlten Werten der Konstanten folgt nidmlich aus dieser Gleichung, daB
Hyperbeln fiir 49 >>1° 22 auftreten werden.

Die fir kleine Wellen vorhandene Instabilitit ist in der Tabelle nur fir A9=1°
angegeben worden. Fiir die anderen Temperaturspriinge wird die vereinfachte Gleichung (6)
nur Stabilitit ergeben, da der entsprechende Kegelschnitt (2) eine Hyperbel darstellt.
Um auch in diesen Féllen eine Stabilititsgrenze angeben zu kdénnen, werden wir in (1)
die Wurzeln entwickeln und die hyperbolischen Kotangens gleich 1 setzen, was fiir kleine
Wellen angen#hert richtig ist. Es ergibt sich dann:

(B —a U2+ (f—aU)?— (L4610 (2 Q2+ 2 Q%) =
PN &
=T [(g:—2 2y UY) (f—a UH—(g: —282,UY) (—a U],
welche Gleichung mit (22,5) identisch ist. Bei vorkommender Doppelwurzel mul auBer-
dem die erste Derivierte nach f verschwinden, d. h. es muB

g (B—alU)+(B—alUMy=—(— N Qy

sein. Durch Elimination von f aus diesen zwei Gleichungen und Einfithrung der oben
angegebenen, vereinfachten Konstanten ergibt sich dann:
L 9 U NEIRAY
— =4g——|1—8(2+ 2 (——) }
U nAﬁgz{ et O\ T5g.) T
Wihlen wir hier U=10m sec—1, so erhalten wir, indem A9 der Reihe nach gleich
1°, 2° b°, 10° gesetzt wird: .

%:3,85.103, 1,9.10%, 7,7.102, 3 85.102.

. L
Fiir diejenigen Werte von T die unterhalb dieser kritischen liegen, herrscht dann
immer Instabilitat. '
Hitten wir die genaue (leichung (1) verwendet, so wire die Stabilititsgrenze sogar

L
bei etwas groBeren Werten von T anzutreffen,
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KAPITEL V.,

Zur Integration der Storungsgleichungen fiir keilformige
Schichten auf horizontaler Unterlage.

§ 24. Einleitende Bemerkungen.

Im vorigen Kapitel haben wir die Wellenbewegung in zwei Fliissigkeitsschichten
behandelt, die durch zwei parallele, starre Ebenen begrenzt waren. AuBerdem ist die
Diskontinuitétsfliche in ihrer ungestorten Lage diesen Ebenen parallel gewesen. Dadurch
ist eine groBe Vereinfachung in den Rechnungen mdglich geworden, indem die Amplitude
der Wellenbewegung in einer Ebene parallel der Diskontinuititsfiiche von konstantem
Betrag ist und nur eine Anderung von Ebenen zu Ebenen aufweisen wird. Mit der
xy-Ebene in der Diskontinuitdtsfliche wird das heiBen, daB die in der x-Richtung sich
fortpflanzenden Wellen eine von der y-Koordinate unabhiingige Konfiguration besitzen.

Bei den meteocrologischen Anwendungen haben wir stillschweigend vorausgesetzt, daf
die atmosphérischen Diskontinuitdtsflichen den Begrenzungsflichen parallel seien. Das
wird z. B. mit einer gewissen Anniherung zutreffen, wenn es sich um die Tropopause
handelt, wenn auch diese eine geringe Neigung gegen die untere Begrenzungsfliche, die
FErde, aufweist, indem ihre Héhe liber dem Erdboden im Mittel etwa zwischen den Werten
17 km am Aquator und 9 km an den Polen variiert. Wenn wir aber die Wellenbewegung
in einem kleinen Ausschnitt, z. B. von 1000 km Ausdehnung, untersuchen werden, so ist
die Anderung der Schichtdicke .unbedenklich zu vernachlissigen.

Fiir die in der unteren Halfte der Troposphiire beobachteten Diskontinuitdtsflichen
liegt aber die Sache anders. Zwar ist auch hier die Neigung gegen die Erdoberfliche sehr
gering, von der GréBSenordnung 1:100 oder noch weniger, so daB man vielleicht geneigt
wire, die Formeln des vorigen Paragraphen auch auf diese quasi-horizontalen Flichen
anzuwenden, wobei etwa die mittlere Hohe der keilférmigen, unteren Schicht als die
konstante Schichtdicke h' zu rechnen wire. Dies wiirde aber nicht gestattet sein. Denn
die Fliche schneidet die Erdoberfliche unter einem endlichen Winkel, wodurch die Hohe
der keilformigen Schicht immer abnehmend ist, um zuletzt gleich Null zu werden.

Wenn die Lagrange’sche Formel der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wellen
auf seichtem Wasser noch Giltigkeit besitze, so wiirde die Fortpflanzungsgeschwindigkeit
mit dem Abstande von der Keilspitze variieren, d. h. auch von der y-Koordinate abhingen.

Wenn auch nicht zu erwarten ist, daB diese Formel einen quantitativ richtigen Aus-
druck fiir die Fortpflanzung darstellen kann, so zeigt sie doch die zweifellos richtige
Tatsache, daf} die Wellen an der Keilspitze sich am langsamsten fortpflanzen. Beobachtungen
von Wasserwellen, die sich einer flachen Kiiste parallel fortpflanzen, zeigen zur Gentige,
dal die Wellen am Ufer, im Verhiltnis zu denjenigen auf tieferem Wasser, nachbleiben.

Schon Helmholtz! hat auf diese fundamentale Tatsache hingewiesen. Der Verlauf
der Wellenbewegung ist bei ihm folgendermaBen geschildert worden : » Anfangs geradlinige
Wellen, die dem Ufer parallel fortlaufen, werden infolge der Verzogerung daselbst sich
krimmen miissen, wobei sie die Konvexitit ihres Bogens dem Ufer zawenden ; infolge-
dessen laufen sie auf dieses zu und zerschellen.«

! H. von Helmholtz: Uber atmospharische Bewegungen. (Zweite Mitteilung.) Zur Theorie von
Wind und Wellen. Sitz.ber. Berl. Akad. 1889. (S. 766.) Wissenschaftliche Abhandlungen 1II.
Leipzig 1895. (S. 815.)
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Auch V. Bjerknes! hat sich mit diesem Problem beschéftigt und in einer schema-
tischen Zeichnung die Horizontalprojektion der Stromlinien und der Orbitalbahnen der
Wasserteilchen dargestellt.

Bei der Wellenbewegung in zwei Flissigkeitsschichten, deren Trennungsfliche die
Erdoberfliche unter einem endlichen Winkel schneidet, ist auch eine andere, fundamentale
Tatsache zu erwihnen. Die Teilchen an den Keilspitzen, die nach der Grenzflichenbedingung
an der starren Unterlage nur in horizontale Bahnen herumlaufen kénnen, werden bei
Wellenbewegungen in der Fliche kinematisch gezwungen sein, entgegengesetzte Umlaufs-
richtungen in den zwei Schichten anzunehmen, jedenfalls bei ungedimpften Wellen?2.

Kine Erklirung dieser Tatsache ist nach der vereinfachten Theorie der vorigen
Kapitel nicht moglich und kann erst nach Erschaffung einer Theorie der Wellenbewegung
in keilformigen Schichten gegeben werden.

Die groBe Schwierigkeit bei der Erschaffung einer solchen Theorie liegt nun in der
allmiihlich erfolgenden Kriimmung der urspriinglich geradlinigen Wellenkéimme, wodurch
die gewdhnlichen Ansiitze bei einer Wellenbewegung mit geradliniger Wellenfront hier
nicht gemacht werden konnen.

Dieses Problem der Wellenbewegung einer keilformigen Wasserschicht mit hori-
zontaler Oberfliche und schriger Unterlage ist mit der Bestimmung der Wellenbewegung
in einer rotierenden Fliissigkeitsschicht quivalent, wenn auch im letzteren Falle die Unter-
lage horizontal ist und dic Fliissigkeitsoberfliche infolge der Coriolis-Beschleunigung
sich schrig stellen wird. In beiden Fillen muB die Wellenbewegung von der y-Koordinate
abhiingen und eine mit der Zeit sich kriimmende Wellenfront besitzen3. Der ersten
Forderung kann nun ohne allzu viele Mithe Rechnung getragen werden, wie es im fol-
genden gezeigt wird. Auf alle Einzelheiten, die mit einer Befriedigung der bei weitem
schwierigeren zweiten Forderung verbunden sind, konnen wir aber in dieser Arbeit nicht
pdher eingehen. Erst bei einer an anderer Stelle zu gebenden Diskussion der hier
erhaltenen Integrale soll das Problem in aller Ausfiihrlichkeit aufgenommen werden; es
wird sich dann zeigen, inwieweit diese Integrale implizite die vollstindige Losung des
Problems geben werden.

Wir gehen jetzt zu der Formulierung des Problems iiber.

Zwei inkompressible Fliissigkeiten von den Dichten & und &I bewegen sich mit
konstanten Grundstromen U! und UM auf einer starren, horizontalen Unterlage. Infolge
der Coriolis-Beschleunigung wird dann die ebene Trennungsfliche zwischen beiden
Fliissigkeiten eine schrige Gleichgewichtslage einnehmen miissen und die Unterlage unter
einem endlichen Winkel @ schneiden. Der Einfachheit halber werden wir von jeder
oberen Begrenzung der Fliissigkeiten absehen; sie erfiillen also zusammen den ganzen
oberen Halbraum.

Da es mit gewissen rechnerischen Vorteilen verbunden ist, legen wir die xy-Ebene
in die untere Grenzfliche und nicht in die Diskontinuititsfliche, wie es in den vorigen

i V.Bjerknes: Dynamics of the Circular Vortex. Geofys. Publ Vol IL No. 4. Oslo 1921. (S. 72)

2 V.Bjerknes: Le probléme des cyclones. Journ. de phys. et le radium. Paris 1924.

3 Der einzige mir bekannte Versuch, eine Theorie der Wellenbewegung in keilférmigen, rotierenden
Flissigkeitsschichten auszubiiden, rithrt von H. Ludloff her. In seiner im Druck nicht erschienenen
Dissertation: Stabilititsuntersuchung der Wellenbewegung eines rotierenden Flissigkeitssystems
(Gottingen 1924), werden die kleinen Schwingungen von zwei, zwischen horizontalen, starren Wanden
eingeschlossenen, inkompressiblen Flissigkeiten untersucht, die in stationirer Bewegung auf einer
rotierenden Scheibe lagern. In der nichsten Umgebung der schrigen Diskontinuititsfiiche wird
die Wellenbewegung als quasistatisch betrachtet, wihrend im ganzen Raume sonst eine Wellen-
bewegung von der Art der Stokes’schen Randwellen angenommen werden muf, um ein Abklingen
der Stérung im Unendlichen zu erreichen. Die von ihm untersuchten Wellen hahen aber tberall
geradlinige Wellenfront und kénnen deshalb nicht zu den fundamentalen Stérungen gerechnet werden.
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Kapiteln immer gemacht worden ist. Die x-Achse soll ferner in die Schnittlinie der
Diskontinuititsfliche mit dem Boden fallen, wihrend die z-Achse vertikal nach oben zeigt.
Da wir ein Rechtskoordinatensystem verwenden, ist dann auch die Richtung der y-Achse
festgelegt. Durch geeignete Wahl der Richtungen der Grundstrome kann es noch bewirkt
werden, daB der Neigungswinkel @& im ersten Quadranten liegt.

Die Gleichungen der Grundstromung bleiben dieselben wie in § 5. Es ist z.-B. die
Gleichung der ebenen Isobarenflichen:

P=—20,cUy—(9—22,U)ez+P,, a
wodurch die Gleichun g der ungestirten Diskontinuititsfliche durch
Pl—PU—=—2 Q, (T U1 — M ) y — [g(el—eh) —2 Qy (U — 1 g z=0 (2)

gegeben ist.
Der Neigungswinkel © ergibt sich folglich aus:

2 Q, (L U1 — I Iy
ged—el)—9 QLU — L iy

Die Differentialgleichungen der Stdérungsbewegung bleiben dieselben wie in § 17.
Es muB aber daran erinnert werden, daB die Koordinaten x, Y, z und die entsprechenden
Geschwindigkeitskomponenten u, v, w in diesem Falle andere Bedeutungen haben, indem
sie nun zu der Schwerkraft orientiert sind.

Die Randbedingungen ergeben sich aus den generellen Formeln des § 4; sie lauten:

(1) an der unteren Grenzfliche: z=0, ist

tg @=—

(3)

wZ =0== 0 L] (4)
(2) an der gestorten Diskontinuititsfiiche von der Gleichung :
Pl — PH+ (PI _pH)z:y tg =0, (5)
ist
9 . 9 I 11 1 " Pl piI 1 9 Pl piy_g
ﬁ.'i' Ix (p'—p )z:ytg@_*_vz:ytg@@( _— )+wz:ytg95( —PY)=
(6)

2 2 2 9
(;ﬁ Ut 3—}) P =P,y g0t VL, g o7 (PL—PY ]l oo (PT— P =0.

§ 25. Primitive Integrale der Storungsgleichungen.

Wir betrachten wieder eine periodische Stérung, die sich der x-Achse entlang fort-
pflanzt und von der y-Koordinate abhiingig ist. Da wir zuerst die moglicherweise vor-
kommenden Wellen mit geradliniger Wellenfront bestimmen werden, versuchen wir, mit
einer kleinen Verallgemeinerung der Integrale (18, 1), die Storungsgleichungen durch
den rein formellen Ansatz:

) u= Aellax—pfH+yry-toz
— ifax— gt iz
v= Be B+yy+ (1)

w— Celax—f0+rytoz
p =¢ Dei(ux~ﬂt)+yy+5z

zu befriedigen. In die Differentialgleichung (17, 1) eingesetzt, ergibt sich dann, indem
wir zur Vereinfachung bloB einen vertikalen Rotationsvektor Q annehmen :
—i(f—alU)A—2Q2B=—jiaD
—i(f—al)B+20QA= —yD
—i(f—al)C = —4D
iaA+yB+46C = 0.

2
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Das Verschwinden der Determinante dieses Gleichungssystems gibt nun:
—(B—al)?(—a’+y*+ 6%+ 4 2%6%=0. (3)

Werden a und f als bekannt vorausgesetzt, so stellt diese (Hleichung eine quadratische
Relation zwischen y» und & dar. Nach § aufgeldst, ergeben sich zwei Wurzeln ¢ und

— 3, mit \

\/(ﬂ~aU)2—4!2’

Entsprechend gibt es zwei primitive Integrale der Form (1) mit dem Faktor e’¥+ 2%
bezw. ¢'¥— %2 Da auBerdem eine Anderung des Vorzeichens von y die Gleichung (3)
ungedndert 146t, so ergeben sich zwei weitere Integrale derselben Form mit dem Faktor
e~ "Itz hezw, e~ v¥ -9z,

Fiir die willkiirlichen Konstanten in (2) erhalten wir ferner, indem dieselben durch
C ausgedriickt werden: '

a(—al)+2 2y
V@2 — 3 [(—aU)?—4 O
-— 2 0 :
B= tf_at29% (5)
V@*— ) [(B—aU)*—4 &
D V(ﬁwaU) —40"
a’—y®

Das allgemeine Integral als Summe der vier primitiven lautet folglich:

a(f—al)—2 Ly
) [(B—al)?—4 2%

(Ce2—C'e9%) e 7¥ 4

'{wa

a(—al)+2 2y
VI(02—72) [(,6"—(117)2—4:.92]

(C” 0z _ — (" —dz)eyy}ez(ax—ﬁt)

= —yB—al)+2Qa

{V((l ——y ﬁ_aU)2—4Q?](( e C'e—? )e ¥+
y(f—al)+2 QLa

V@B —alr—4 2]

w= {(Ce'$z+ C/ef (Sz) 6~~yy+(01/eaz+ Cme-—éz) eyy} ei(ax—/?t)

(C/reéz_ C'"e*‘sz) eyy} ei(a.X'vﬂt)

p=c¢i l/(ﬂ _492{(06‘”— C'e=%%) e ¥+ (C"e’*— ("e%?) eyy}ei(“x‘ﬂt).
a®—y

Wir werden nun die Randbedingungen (24, 4—86) beriicksichtigen.
Das Verschwinden der Vertikalbewegung fiir z=0 gibf erstens:

C+0'=0,  C"+C"=0.

Es folgt dann, mit zwei neuen, willkiirlichen Konstanten C und C;:

u:i{[a(ﬂ—aU)—2 Q9] Ce= 79+ [a(f— al) +2 2y]C, 9] }V(a )[c(‘;:h 52)2 = ol 6x— D)
A —al)
b= {[—(ﬂ—av)y+2sza]ce—w+[<ﬁ—aU)y +2 Q4 Clew}v( — ["(;Sh 5;2 = gll@x—p1
a—y —al)™—
w= {Ce r¥+ C,e"¥)} sinh §z el(@x—£D (6)

p_“‘/(/g—ab) —40? {Ce YU O 37J}GOShézel(ax BY
at—y?
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Damit die Integrale fiir y=ow verschwinden kdnnen, muf3 auBlerdem entweder (
oder C; gleich Null gewihlt werden, falls sich y nicht rein imaginir herausstellen sollte.

Wenn nur eine einzige Schicht vorhanden ist, so gibt die Randbedingung an der
freien Oberfliche: z=y tg @, nach (24, 6): '

(—al)) V‘ﬂ—aff)g—o 4 { Ce—ru+ Cle”y}cosh Sy tg 6) —

P

_ cosh (dy tg ©)

—2QU| [~ (B—al)y+2 Q0] Co ¥+ [(f—al) y+2 Qd] C,e7¥ —
{[ (B—al)y a]Ce [(f—a )y a] e }V(ag DB —al)? 407

— g(Ce 794 C,e¥) sinh (dy tg ©)=0. . @)

Diese Gleichung kann nur fiir =0 befriedigt werden; aus (4) folgt dann y=a.
Fir a reell, positiv muB ferner, wegen des Verschwindens der Stérung fiir y=o, C,=0
gewdhlt werden, und es bleibt die folgende Frequenzgleichung iibrig:

E——‘“U““Q[( —aUy+2 Q=0 (7)
Vﬁ—aU + 280 4 é

Die Bewegung ist fiir 6=0 horizontal, wodurch die Schwerkraft nicht einwirken
kann. Um endliche Horizontalgeschwindigkeiten und Druckkrifte zu erhalten, muB noch
C den Faktor Va—z——y" enthalten. Die Stérungsbewegung kann dann folgendermaBen
geschrieben werden:

u= jCellsx—8H—ay
v :—E’ei(ax—ﬂl)—ay (6/)
p:ejﬁ__Mgaei(axhﬂt)_ay.

, a

Die erste Wurzel der Frequenzgleichung (7'):
f—alU=28,

wird der reinen Trigheitshewegung entsprechen.
Die zweite Wurzel gibt:

f—aU=—Q + V2P —2a00. (8)

Nach Voraussetzung. ist das Koordinatensystem so gewahlt, daB © im ersten
Quadranten liegt; nach (24, 8) muB dann QU <0 sein. Da auBerdem « reell, positiv ist,
so wird der Radikand von (8) immer positiv und folglich die Frequenzen (8) reell werden.
Es ergibt sich deshalb immer Stabilitit der Gleichgewichtslage.

Fir Q=0 ergibt sich ¢=U; die Fortpflanzung ist dann rein konvektiver Art, indem
die Storungen (6') einfach von dem Grundstrome mitgefiihrt werden.

Fir £40 ergeben sich zwei verschiedene Wurzeln (8); von den entsprechenden
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ist die eine groBer, die andere kleiner als die rein
konvektive.

Wenn zwei Schichten vorhanden wiren, wiirden wir die allgemeinere Frequenz-

gleichung : '
& (f—alU) + L (f—aUY)? +2 Qe —ehp=0, (9)

erhalten, die fiir é'=0 in die Formel (7)) iibergehen.
Auch hier ergibt sich eine rein horizontale Bewegung ohne Eingreifen der Schwere.
Eigentliche Gravitationswellen kénnen folglich nicht durch Integrale der primitiven
Form (1), wo y nur- einen einzigen, bestimmten Wert annehmen kann, zur Darstellung
gebracht werden. Wir werden deshalb in dem nichsten Paragraphen zu der Aufstellung
allgemeinerer Integrale der Storungsgleichungen iibergehen.
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§ 26. Allgemeinere Integrale der Stérungsgleichungen.

Um allgemeinere Integrale aufstellen zu konnen, greifen wir zu den primitiven
Integralen (25, 6) zurlick. Wir betrachten z. B. den Ausdruck fiir den Storungsdruck,
der in der Form:

B—al) Voo — %z

p:gDei(“x—ﬂt)+7’y cosh
V(B—al)?—4 Q°

geschrieben werden kann.

Man ersieht nun sofort, da dieses Integral nicht nur fiir einen bestimmten Wert
der verschiedenen, willkirlichen Konstanten D, «a, 8, y zu einer Losung des Gleichungs-
systems (17, 1) fithren wird, sondern daf dies fiir alle mdgliche Werte von D, a, B,y
der Fall sein muB. Betrachten wir ferner D als Funktion von a, 8, y und driicken wir
diese Abhiingigkeit dadurch aus, daB wir anstatt dieser Konstante die Funktion D (a, B, y)
schreiben, so wird, wegen der Superpositionseigenschaft der Ldsungen eines linearen
Differentialgleichungssystems, der Ansatz

=g n.,ﬂ,yD(a’ , )ei(“x#ﬂt)‘l"yy cosh
P pur Vf—al) —4&2°

wieder zu einer Losung des Systems (17, 1) fiihren.

Es soll hier iiber alle mdgliche Werte von a, f, y summiert werden.

Aus der dritten Stérungsgleichung (17, 1) folgt ferner, daB8 in dem der Gleichung (1)
entsprechenden Ausdruck fiir die Vertikalgeschwindigkeit die Koordinate z nur in dem
B—olnVa’—y’z
V(p— al®—4 *
keit fiir z=0 verschwinden, wodurch die Randbedingung an der festen Unterlage (24, 4)
erfiillt ist.

Es fragt sich nun, ob auch die Réndbedingung an der Diskontinuitdtsfliche (24, 6)
mittels des allgemeineren Integrals (1) zu erfilllen ist. In dieser Randbedingung haben
wir dabei’ die Koordinaten der ungestorten Fliche: z—ytg ©=0, einzufithren. Diese
Gleichung enthilt nun bloB zwei Koordinaten, y und z, wihrend sie von den zwei iibrigen,
x und ¢, unabhingig ist. Die Randbedingung wiire deshalb moglicherweise durch Integrale
der Form (1) erfiillbar, wenn es gelinge, eine Summation derjenigen Glieder auszufiihren,
die y und z enthalten.

Zu dem Zwecke schreiben wir die Gleichung (1) in folgender Form:

Faktor sinh vorkommen kanll. Es wird folglich die Vertikalgeschwindig-

(B—al) Vo> —y*z
VE—aU)—4®

p:gza,;sei(ax—ﬂnzy D(a, B, y)e’¥ cosh

LiBt sich hier die Summation iiber alle Werte von y ausfiihren, so ist damit auch
die Summation aller Glieder mit y und z erledigt.

Wir versuchen, {iber eine kontinuierlich variierende Folge von y-Werten zu summieren,
d. h. wir multiplizieren das Integral mit dy und ersetzen das Summenzeichen durch ein
Integralzeichen. Schreiben wir noch zur Abkiirzung:

p:eZayﬂ ellox—80¢f(q By, 2) (2)

und
B—alU
V(—alU)®—4 Q°

=k, (3)
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so haben wir das Integral
[=§D(a, B, y)dyer¥ cosh (k Vag—ygz) . (4)

auszuwerten, wo die Integration lings einer kontinuierlichen Kurve in der komplexen
y-Ebene auszufiihren ist, deren Endpunkte vorldufig willkiirlich gewihlt werden kdnnen.
Wir werden (4) in etwas verinderter Form schreiben.
Erstens muB das listige Wurzelzeichen weggeschafft werden, was sich durch Ein-
fihrung einer neuen Integrationsvariabel erreichen 1#Bt. So kénnen wir z. B.

a 1
=53]

einfiihren; hieraus folgt nimlich:

und das Integral wird:
1 1
an('ll+7) k 1
f:jD(a,ﬁ,,u)dpL& “" cosh {a2iz(/¢~—):l.
c

Als Integrationsweg C kann eine in der komplexen u-Ebene verlaufende, geschlossene
Kurve gewihlt werden. Damit das Integral von Null verschieden sein soll, ist es dann
notwendig, daB die Kurve eine Singularitit der Integrandenfunktion einschlieBt. Wegen
des Exponentialgliedes sind nun 4=0 und u= o irreguldre Singularititen dieser Funktion:
eine um den Nullpunkt geschlossene Integrationskurve wird also jedenfalls ein nicht
verschwindendes Integral geben. Setzen wir nun auBerdem voraus, daB auch die will-
kiirliche Funktion D nur ,u:O und u=co als Singularitdten hat, und folglich in eine
Laurent’sche Reihe nach u entwickelbar ist, so kann der Einheitskreis um den Null-
punkt als Integrationskurve verwendet werden. Indem das Argument von u mit
bezeichnet wird, haben wir folglich u=efv einzufithren, wo v lédngs der Integrations-
kurve von —s bis +z variiert. Es ergibt sich dann:

f:JD (a, B, v) €Y 08 cosh (akz sin ) d .

—

7T

Wird das Integral j in die zwei Teilintegrale JO und j verwandelt, und das Vorzeichen

—x — 0

von vy in dem ersten Teilintegral veréindert, so folgt hieraus:
f:J‘ {D(a, B, yv)+Da, ﬁ,—y})}e“ycos’*’ cosh (akz siny)dy.
0 .

Durch die Transformation: u=e', ist die Funktion D, die nach Voraussetzung in
eine Laurent’sche Reihe entwickelbar war, in eine Fourier’sche Reihe verwandelt
worden. Wir kdnnen also

o

Do, B,y) :-Z"{Dn(a,ﬂ) cos ny—+D'p(a, B) sin m,u}
0

setzen, woraus folgt:

D(a, B, w)+D(a, f, —y) =D 12 Dn(a, f) cos ny. -
0
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Unser Integral gibt dann:
f-—-ann (a, p) J‘e“y cosv 2 gosh (akzsiny) cosnydy.
' 0 0
Das hier vorkommende bestimmte Integral 14Bt sich noch in verschiedener Weise
umformen.
Schreiben wir fiir einen Augenblick den hyperbolischen Kosinus in Exponentialform,

und wird noch
Y=rcosg

(5)

kz=rsing

eingefiihrt, so kann das Integral auch in der Form:

‘.n{ear cos (y —¢) +4 g rcos (p —l—tr)} cosny d":”
0

geschrieben werden. Durch Verinderung des Vorzeichens von y im zweiten Gliede folgt
hieraus:

7T —7T 4
J’ £+r 08 (v=¢) cog ny dz,u—-[ e*T eos(—v+9) cog ny dl,u=J. eI eos tw=9) cog ny dy .

0 0 —

Einfithrung der Hilfsvariabel w=w—¢ gibt dann:

T
J’ e*res e gosn{w+e)dw.

—a—@

—JT 7T T
Dieses Integral kann in die drei Teilintegrale J‘ , J und J‘ zerlegt werden;
g
wird dann noch in dem letzten Teilintegral w durch 2xz+w ersetzt, so ergibt sich hier-

aus das erste Teilintegral mit entgegengesetztem Vorzeichen. Xs bleibt also nur das
mittlere Integral iibrig:

—7 I

7T
J e*reose (cosnweosnp —sinnwsinne)dw,

—7

das auch in der einfacheren Form:

7T
2J‘ e*re0s® eos new cosnepdw
0

geschrieben werden kann.

Nach einer bekannten Formel von Hansen 148t sich aber dieses Integral durch
die Bessel’sche Funktion n'*r Ordnung J, ausdriicken, indem die Relation:

7T
j eaI'GOSwcosnwd(}):ni—an(iaT) ,
0

besteht.

Unsere Funktion f wird dann:

o

f:Zn Drla, f) 2ai™Jp(iar)cosne;

0

durch Einfiihrung in (2) und Wegwerfen belangloser Konstanten folgt schlielich:

p=c) @ fe“*=F0 >0 Dy(a, fJnliar) cosng. (8)
0
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Um die entsprechenden Ausdriicke der Geschwindigkeitskomponenten zu erhalten,
kénnen wir die Stérungsgleichungen verwenden. Es kommen dort die ersten Differential-

quotienten von p nach y und z vor, die zuerst ausgerechnet werden miissen.
Aus (b) ergeben sich nun:

. dp 1 . or . . S(p_ﬁ .
Y =C08 @, ay_ rsmqo, az—ksmrp. Py rcos<p. (7

Es folgt deshalb zuerst:
op

w

i . . . n . .

55:gi}mﬂe’(ax—ﬂf) ZnDn[J’n(zar)m cos<;ncosnrp—l—Jn(zar)?smq;smnqa .
0

Unter Beriicksichtigung der bekannten Relationen zwischen Bessel’scher Funktionen
verschiedener Ordnung:

szz—%&ﬂ@+§mdm

1 1
%m@= 5 Intt @45 Tn-1 )

J 1 Q=—d1 (D),
ergibt sich aber hieraus:

L Dk gian—p0 ’?“ — Dy J; (ia1) 608 @+ D 1 (Dnps— Dn1) Jniar) cos ngp\
1}

Entsprechend erhalten wir:

2 » iak ‘ > :

aiz) e SV pgilax —p t)“T Dy, (iar) sing+ >0 (Dnsa+ D) Juliar) sinng) .

0

Es ist hier D_{==0 zu setzen.
Wir machen deshalb versuchsweise den Ansatz:

u.—_Za,ﬁ eiax=p0lg (a,p) J, (iar) cos ¢+ Zn An(a, p)In(iar)cosng

o l

D= Ea‘ﬁ’ el x=80!p (a,p) J, (iar) cos ¢+ Zn Br(a, f)dn(iaDcosng (8)
0

o
w=2n,ﬂe”“’“—/”” e, (a, §)J; (iaD sin qo+zn Cnfa, p) Ja(iar) sinng!.
0

Durch Einfithrung dieser Ausdriicke in die drei ersten Stérungsgleichungen (17, 1)
und Nullsetzen des Koeffizienten von J, fiir alle n erhalten wir dann das folgende, lineare
Gleichungssystem: ‘

—i(—al)a, —20b, =0

ia

—i(f—al)b, +2Qa, =D,

—i(f—al)e, _—_%DO,
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, i
—1 (,3—05 U) Bp+2 .QAn:—?a (Dn—{—l-—Dnﬁl)

. iak
—i(—al) Cn = 25 Dni1+ Do)

Hieraus ergibt sich, wenn noch der Wert von k nach (3) eingefiihrt wird:

ia

a] .——(ﬂ‘—aU)g-—4Q?DO

_ 1 a{(f—al)

b= e s

= < DO,

2V(B—al)®—40?

. ia . i (9)
A= Gavy a2 Pri a1 aU) D]
_  a 1, NS
Bn_ (ﬂ___a U)Q—-*él- 522 [2 (/8 a U) (Dn+1 Dn—1) 2 .QIDHJ
Cn= - [Drit + Dnil.

2V —alUr—a®

Ferner berechnen sich die folgenden Ausdriicke aus (8):

gg = Za,ﬂei(“x*ﬂ ’)—lga b, (J,— J, cos 2 @) — By J, COS(p+ZH(BH+1—BH._1)Jn(iar) cosng
0

3 o 1[ “ : l
a—zuz = Za,ﬂ e““x*ﬂ’)y%{- 101 (Jy + Jpcos2p)— Cyd; cosg +ZH(CH+1 + Cn—y)Jnliarycosn (pl;
0

werden diese in die vierte Storungsgleichung (17, 1) — die Kontinuitdtsgleichung — einge-
fithrt, so zeigt es sich, daf die Gleichung identisch erfiillt ist.

Die Integrale (6) und (8) befriedigen folglich die Bewegungsgleichungen und die
Randbedingung. an der festen Unterlage: ¢ =0, wenn die Relationen (9) zwischen den
Funktionen A, ..., D erfillt sind. Die Integrale enthalten also immer noch n-+41
willkiirliche Funktionen Dy, D,,..., Dn Wenn wir dann schlieflich iiber diese
Funktionen in solcher Weise verfiigen, daB die Randbedingung an der Diskontinuitats-
fliche erfiillt wird, so stellen die Integrale (6) und (8) die Ldsung unseres Problems dar.

§ 27. Anwendung auf eine Schicht.

Wir werden die in dem letzten Paragraphen erhaltenen Integrale zur Bestimmung
der Wellenbewegung in einer Schicht verwenden.

Wir miissen dann zuerst die Gleichung der ungestorten, freien Oberfléiche: z—=ytg o,
in den neuen Koordinaten r und ¢ ausdriicken. Nach (26, 5) wird nun diese Gleichung

tgp=kig O,

oder auch durch Einfiihrung des Flichenindex 2 (der Index 1 entspricht, wie immer, der

starren Unterlage):
20U B—al

. 1
9 VB—alU)?—4 0" 1

tg po=—



114 ' H. SOLBERG : Geot. Publ.

Die Gleichung der gestorten Oberfliche lautet ferner nach (24, 5):
2QUcy+gez=py—g,;

durch Einfiihrung des Abstandes z von der ungestorten Fliche, wo

_ 20
z=—ysin0-|—zco'50:~—_‘_—ULi (2)
Voi+4 0202
ist, ergibt sich hieraus unter Beriicksichtigung von (26, 6)
0
V@A QP 0Pz = D 2 Fel x40 D Dy(a, f) Juliar)cosn g, (3)

0
als Gleichung der gestdérten Oberfliche.
Aus der Grenzflichenbedingung (24, 6) an der freien Oberfliche:
2 2

ergibt sich schlieBlich durch Einfiihrung der Integrale (26, 6)‘ und (26, 8) und Nullsetzen
des Koeffizienten von Jp(iar) fiir alle n:

[—i(f—aU)Dp—2 QU Bn] cos nep, — g Cnsin ng,=0.

Wenn hier die Funktionen B und C mit Hilfe von (26, 9) durch D ersetzt werden,
so folgt nach einfacher Rechnung unter Beriicksichtigung von (1):

_ (BaUP—402p
sin(n+1) @, Dpy1-+ 21 20 Ua(—al)

Hitten wir hier B oder C als willkiirliche Funktion anstatt D behalten, so wiirde
genau dieselbe Rekursionsformel erscheinen.

Aus dieser dreigliedrigen Rekursionsformel lassen sich nun alle D durch D, aus-
driicken. Setzen wir zur Abkiirzung:

(B—alUpP—402%8

Sin @, 08 1@y Dp+-sin (n—1) ¢, Dn1=0.  (4)

S o Uap—at) — &
so erhalten wir fiir die ersten Glieder:
D =—al,
a2
D= 13
. .
(1—2sin"p,) ) 1 )
Dy=— —3 al,
3—4sin‘ g,
a2
(1'—4sin2(p2)—8—-—1
D, == a’ D,

3—4sin’ ¢,

.......................

Das allgemeine Glied konnte auch angegeben werden. Oft wird wohl iibrigens eine
Kettenbruchauflosung am vorteilhaftesten erscheinen.

Es wird sich zeigen, daB ¢, eine kleine GréBe ist; die Ausdriicke (6) von D kénnen
dann auch in einer Reihe nach steigenden Potenzen der kleinen GroBSe sin®g, entwickelt
werden.

Wenn (n+1)¢, fiir keinen positiven, ganzzahligen Wert von n ein Multiplum von =
wird, so kann eine unendliche Folge von D-Werten aus der Rekursionsformel (4) be-
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rechnet werden. Die Integrale des vorigen Paragraphen enthalten dann eine unendliche
Summe von Bessel'schen Funktionen n'*® Ordnung (n=0,1,2,---). Es ergibt sich hier
keine Frequenzgleichung. Dies wird sonst bei Schwingungsproblemen in unendlich aus-
gedehnten Riumen immer der Fall sein; denn wenn keine Grenzflichen vorhanden sind,
besteht ja kein Grund dafiir, daB gerade die Eigenschwingungen aus den unendlich vielen
moglichen Schwingungstypen ausgewihlt werden sollen.

Wenn dagegen (n+1)¢, fiir einen positiven, ganzzahligen Wert von n ein Multiplum
von m, z. B. gleich m=n, wird, wo m und n+1 keinen gemeinsamen Faktor haben, so
mufBl die Reihe der D-Funktionen abbrechen. Aus der Rekursionsformel (4) ergibt sich
nimlich in diesem Falle das folgende lineare Gleichungssystem:

sin @, D, + asing,D, =0

sin 2 g, D, 4+ asingp,cosp, D, + 0. D, =0

sin 3 @, Dy + asing,cos2¢, D, + sin @, D, =0

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e (7

0.Dnpt + asingycosng,Dn  +sin(n—1) @, Dn_1=0 )

sin(n+2) @, Dpte+asingp,cos (n+1) @, D1+ sinng,Dn =0

sin (n+ 8) @, Dnys+ asin @, cos (n+ 2) @, Dnyo+ 0. Dy =0
Wenn hier Djjpe==Dpi3="---=0 gesetzt werden, so bleiben nur die n+2 ersten
Gleichungen zwischen den n+2 Funktionen D,,D,,- -, Dptq Ubrig, wihrend sémtliche
folgenden Gleichungen identisch erfiillt sind. Aus den n+2 Gleichungen kdnnen nun
erstens die n+1 Funktionen D, -+, Dpyy durch D, ausgedriickt werden, und aufierdem

ergibt sich die Frequenzgleichung durch Nullsetzen der Determinante des Gleichungs-
systems. Sie lautet folglich: ’

asin g, sin g,
0 asin ¢, cos @, sin2 g,
sing, asing,cos2¢, sin3dq,

.........................

sin(n—1)¢p, asing,cosng, 0

sinng, asing,cos(n+1)gp,

Diese Gleichung stellt eine Relation zwischen a,f und n dar; eine weitere Relation
ist durch (n+1)p,=man gegeben. Jedem gegebenen Wert von m und n entspricht folglich
nicht eine Kurve, sondern ein Punkt in der afS-Ebene. Durch Variation von m und n
ergibt sich dann eine Punktmenge von Wertpaaren (a,f), fiir welche die Randbedingung
an der freien Oberfliche erfiillt ist. In den Integralen des vorigen Paragraphen soll dann
zuletzt tiber alle diese Wertpaare (a,f) summiert werden, um die allgemeine Stérungs-
bewegung zu erhalten.

Zur Bestimmung der Funktion Zo8D(a,f)e!**FD sind noch weitere Grenzbe-
dingungen notwendig, z. B. die genaue Form und Lage der Oberfliche fiir f==0. Fiir
alle Einzelheiten bei der Diskussion der Frequenzgleichung und der Stérungsbewegung
missen wir aber auf eine andere Arbeit hinweisen.

Es miissen noch zum SchluBl ein paar Worte {iber die in den Integralen des vorigen
Paragraphen vorkommenden Bessel’'schen Funktionen und ihr Verhalten im Unendlichen
gesagt werden, da unsere Fliissigkeitsschicht nach Voraussetzung sich ins Unendliche
erstreckt.

Wie bekannt, verschwindet eine Bessel'sche Funktion erster Art Jy, fiir unendliche
Werte des Argumentes nur dann, wenn das Argument rein reell ist. In unserem Falle
wird das heiBen, daB das Argument

0.

(8)



116 H. SOLBERG ’ Geof. PublL

(ﬁ_a‘U)z 22
B—aly 40"

iar:iaVyg—l—

reell sein muB, was z. B. fiir imaginire Werte von « und f immer zutreffen wird. In
dem Exponentialgliede '« e!*-f0) das in den Integralen vorkommt, wird dann der
Exponent reell; dies braucht aber nicht notwendig eine mit der Zeit unendlich anwachsende
Storungsbewegung zu bedeuten. Es geniigt wohl, in dieser Verbindung auf die Theorie
der Einzelwelle hinzuweisen, wo die iiberall konvergente Stromfunktion der Storungs-
bewegung auch in eine #hnliche Reihe von Exponentialgliedern: Sae=*(*-¢0f,(z)  ent-
wickelt werden kann. Es sind hier a« und ¢ reell, mit a positiv in der Halbebene: x>0
und negativ in der Halbebene: x<C0.

Durch Vertauschung der Bessel’schen Funktionen erster Art mit den entsprechenden
halbkonvergenten Hankel'schen Funktionen kdnnte es zwar erreicht werden, daf3 die
Storungsbewegung im Unendlichen verschwindet, wenn auch « und p reell bleiben; da
diese neuen Funktionen unendliche Werte im Nullpunkt (r=0) annehmen, konnen sie aber
nicht in der ganzen Flissigkeitsschicht Verwendung finden. Die Funktionen erster Art
dagegen verschwinden simtlich im Nullpunkt, mit Ausnahme von Jy, die aber auch
endlich bleibt und folglich die Stérungsbewegung an der Keilspitze der Fliissigkeits-
schicht angeben wird.

§ 28. Transformation der Stérungsgleichungen.

Die in § 26 dargestellte Methode zur Bestimmung allgemeinerer Integrale der
Storungsgleichungen wird wohl, wegen der Summation unendlicher Reihen, etwas um-
stindlich erscheinen und vielleicht auch schwer durchschaubar werden. Wir haben es
deshalb fiir niitzlich gehalten, eine einfachere Methode auszuarbeiten, die noch kurz aus-
einandergesetzt werden soll. Zu dem Zweck muB aber zuerst eine Transformation der
Storungsgleichungen durchgefiihrt werden, die in diesem Paragraphen zur Darstellung
kommen soll, wihrend die Integration der transformierten Storungsgleichungen in § 29
erfolgen wird. '

Wir kehren zu den vektoriellen Stérungsgleichungen (4, 4—5) zuriick, die bei einem
konstanten Grundstrome vom Skalarwert U und konstanter Dichte ¢ folgendermaBen lauten:

2 9 1
(a-t‘f“Ug)—C)V-i'zQXVZ“;vP, M

divv=0. (2)

Aus diesen Gleichungen werden wir zuerst den Stdrungsdruck eliminieren, was
durch Bildung der curl-Gleichung von (1) erreicht werden kann, da der Rotor eines
Potentialvektors bekanntlich gleich Null ist. Wegen der Konstanz von U kénnen dann

_im ersten Gliede links die Operationen (a%-i— U ;}) und curl vertauscht werden, so daB
. . ] 2 .
sich hierdurch [— + U—) curl v ergibt.
ot dx)
Fir die Rotation eines Vektorproduktes gilt ferner im allgemeinen:
curl(Ax<B)=—A-VB+B-VA+AdivB—BdivA;

in diesem Falle, wo A durch den konstanten Vektor 2Q und B durch v zu ersetzen
sind, ergibt sich dann, unter Beriicksichtigung von (2):

curl(2Q=<v)=—2Q - Vv,
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Die curl-Gleichung von (1) lautet folglich:
2 2
(ﬁ + Ué}) curl v=2Q-vv.

Da zwei verschiedene Vektoren, curl v und v, hier vorhanden sind, so wird die
Gleichung in dieser Form fiir eine Diskussion wenig geeignet sein. Wir versuchen des-
halb eine neue vektorielle Differentialgleichung abzuleiten, wo nur noch ein einziger
Vektor iibriggeblieben ist, wihrend alle anderen vorkommenden GrdB8en Skalaren sind.
Dies liBt sich auch ziemlich einfach ausfiithren. Denn aus der obigen curl-Gleichung ist

die Aquivalenz der zwei Differentialoperationen (a% +U aix) curl und (2 Q-v) sofort zu

ersehen, und dann muB auch eine Gleichung von der Form

[(3 —I— Ui) cur]]2v=(2 Q-v)lvy
ot dx
bestehen. '

Nun ist aber auf der anderen Seite:

curl? v=— 2y v (divv),
und da das letzte Glied wegen (2) verschwindet, so ergibt sich schlieSlich:

2 ) vyt @-v)v—o ®)
(at ax) v v=>y

Wenn ein Integral dieser vektoriellen Differentialgleichung gefunden werden kann,
so berechnet sich der Druck aus der inhomogenen, partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung:

( +US )(29 v)————2Q v p, @)

die sich aus (1) durch skalare Multiplikation mit 2 Q ergibt.

Es ist auch moglich, eine entsprechende Elimination des Geschwindigkeitsvektors v
aus (1) und (2) auszufithren. Am einfachsten gelingt diese Elimination, wenn wir zuerst
aus (1) eine neue, inhomogene Differentialgleichung fiir den Geschwindigkeitsvektor
berechnen, wo kein Vektorprodukt mehr auftritt; aus dieser Gleichung und (2) kann dann
nachtriglich v unmittelbar eliminiert werden.

Zu diesem Zwecke multiplizieren wir zuerst (1) vektoriel mit 2Q. Wegen der

Konstanz von Q kann dann das erste Glied links in der Form (E)—t+ 5—‘?—6) (v=<2Q)

geschrieben werden, und das hier auftretende Vektorprodukt kann wieder nach (1) elimi-
niert werden.
Ferner ist nach den Rechnungsregeln der Vektoralgebra:

2AXVI=<2Q=2Q-2Qv—2Q:V)2Q,

so daB wir erhalten:

(a%JrUaix)[( +U; )v+ Vp}+4.{22v—(29 V)2 Q= —2Q><Vp

Durch Elimination des skalaren Produktes 2 Q:v aus dieser Gleichung und aus (4)
ergibt sich dann schlieflich:

) ] ) 3\? N 3 3\’
b(ﬁ+Ua—;>{(é—t+ Ua) +4Q}V———(ﬁ+ Ua—x) vp+

+( +U— )(2Q><Vp)—(29 vp2Q. (5)
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Aus dieser inhomogenen Differentialgleichung dritter Ordnung ist die zu einem
gegebenen Drucke p gehorige Geschwindigkeitsverteilung leicht zu bestimmen.

Durch Anwendung der Operation div auf (5) erhalten wir auf der linken Seite,
wegen der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Differentialoperationen, einen Ausdruck
mit div v, der nach (2) verschwinden muB. Zur Berechnung der Glieder der rechten
Seite verwenden wir die zwei vektoranalytischen Formeln:

div(A<B)=—A-curl B+B-curl A

und
div(AB) = AdivB+B-VA.
Hieraus folgt dann:
div@Q=<xvp=—2Q-curlVp+ vV p-eurl2Q=0
und

div[2Q-vp)2Q]=2Q-Vvp)div2Q+2Q-V(2Q-Vp)=(2Q-V)p.

Schreiben wir noch v?p fiir div (v p), so erhalten wir schliefilich die Differential-
gleichung des Druckes in der Form:

2L g2y 7)p—
(at+ Uax) Vip+(2Q-v)’p=0. (6)

Der Druck p befriedigt also eine Differentialgleichung von genau derselben Form
wie die Gleichung (8) fiir den Geschwindigkeitsvektor v.

§ 29. Integration der transformierten Stérungsgleichungen.

Wir gehen jetzt zur Integration der transformierten Stérungsgleichungen iiber, indem
wir zuerst die Differentialgleichung des Druckes (28, 6) betrachten. Wir schreiben sie
folgendermaBen : '

? a\2ra% % 3\~ P) ) 2\

ot ax) \axt ox z

Die Vereinfachungen, die der Rotationsvektor Q in den §§ 25—27 erfiillen sollte,
(£2x=1902y==0), werden wir bei dieser Gelegenheit fallen lassen.
Wir versuchen, die Gleichung durch den Ansatz

pzZa,ﬁD(a,ﬁ)ei<"‘x"”)+'"y+5zf(y,z) (2)
zu befriedigen. In (1) eingefiihrt, ergibt sich dann, wenn wir {iber die Konstanten y
und & in solcher Weise verfiigen, daB die Differentialquotienten erster Ordnung z—fund%
verschwinden, was fir y
TTB—a D — 2RO B—alf—4QE—4R
eintrifft:
, *f *f ' 0 °F
(f— 2 2 (B — 244 0212 L
[—(B—alU)’+4 Qy]ayﬁsgy!)zayazﬂ (B—al)’4 4!22]922 +
o o —al)?—4 Q*
+ o (g—at)t —E—2U) F=0. 4

B—al)?—4 .Q‘f]— 4 Q2
y und & verschwinden also mit Q.

In der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (4) fithren wir eine Koor-
dinatentransformation aus. Dabei werden wir versuchen, die neuen unabhingigen Variablen
in solcher Weise zu wihlen, daB je eine derselben lings der Begrenzungsfliche der
Fliissigkeitsschicht, bezw. lings der einzelnen Flichenstiicke derselben einen konstanten
Wert annimmt; 148t sich dann auBerdem das Integral als ein Produkt von zwei Funk-
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tionen darstellen, deren jede nur von einer Koordinate abhingt, so erfolgt die Losung
der Randwertaufgabe besonders einfach.

Wie schon angegeben, ist die Fliissigkeitsschicht von den Ebenen z=0 und z— ytg O
begrenzt. Dadurch wiirde die Einfithrung von Polarkoordinaten anstatt der kartesischen
naheliegend erscheinen; es wird sich aber zeigen, daB die Ldsung von (4), in Polar-
koordinaten ausgedriickt, nicht als ein Produkt von einer Funktion des Radiusvektors
und einer Funktion des Argumentes dargestellf werden kann, und dann ist mit Hilfe
dieser Koordinatentransformation gar nichts erreicht worden.

Wir kénnen aber zuerst eine lineare Transformation der Koordinaten y, z ausfiihren
und dann die Polarkoordinaten r, ¢ verwenden, wodurch sich ergibt:

y=Arcos (¢p— g,
z=rsin gp;

(5)
4 und ¢, stellen vorldufig willkiirliche Konstanten dar, die nachtriglich zu bestimmen
sind. In diesen neuen Koordinaten r und ¢ ausgedriickt, ist die Gleichung der starren
Unterlage durch

;=0 (6)
und die Gleichung der Diskontinuititsfliche durch

Atg € cos ¢,
1 —1tg Osin ¢,

tg @y == @)

gegeben. Das Argument ¢ ist folglich lings den zwei Begrenzungsebenen konstant.
Aus (5) ergeben sich nun zuerst:

}tcoscpoa —COS(pi_S (p_a_
Yy 5 dp
COS ¢, 2 sin (qo——gvo) = Fcos (¢ — @) 2 ;
) oz or rog
hieraus erhalten wir dann fiir die Differentialquotienten zweiter Ordnung:

9? ch ) tl . 3/ d
2% cos® P05 T =08~ <p—+s1n (p(rar+;%§)_S1n2(p—(_—)

9 2

2

2 . 2 2 J 2
}.cos‘qyoayaz=cosqpsm(¢;o—<po)a —sin ¢ cos (p— <p0( +== )+COS(2(p %)ar( )

2

ror r'ag rog

2

2] ] ]
5 + cos® (p— %)(rar+r Py )—{-sm 2(<p——(po)—<;a—¢)

2 ‘)

2
008" o 35 =sin’ (p — %>

Diese Ausdriicke sollen nun in (4) substituiert werden. Wenn wir dann tiber die
noch willkiirlich gebliebenen Konstanten 1 und ¢, in solcher Weise verfiigen, daB die

Koeffizienten von sin 2(;0-—- (—- ﬂ) und cos 2 — ? (l %) verschwinden, wodurch sich
rog r\rag
(B—al)*—4 !22
= Vﬂ o i@ M= e (®)
(B—al)” z VI(B—aU)'—4 P][(f—aU)* —4 Q2]
ergeben, so erhalten wir die folgende Differentialgleichung:
*f 13f f 2
3 T rar @* ©f= ®)
wo zur Abkiirzung:
: a?(B—al)?[(f—al)?—4 Q% 2

_ [(ﬁ—am2—4 ‘QE] [(ﬂ—aU)2—4 !23_4 Qi] =X, (10)

gesetzt ist.



120 H. SOLBERG Geof. Publ. Vol. V. No. 9.

Unter der Annahme, daB sich die Losung der Gleichung (9) in Form eines Produktes
von einer Funktion von r und einer Funktion von ¢ darstellen 14B8f, fiilhren wir

f=R(@) @ (p) (11)
in die Differentialgleichung ein und erhalten:

[R"+ %R/-I- X2 R] &+ ;1‘_;1?, @'=0,

oder auch - 1 1
—[+2 P ! 2 ,.2 Y
R[rR-I—rR—i—xrR] @eﬁ.

Da die linke Seite eine Funktion von r allein und die rechte Seite eine Funktion
von ¢ allein darstellf, so muB diese Funktion gleich einer Konstante sein; wihlen wir
fiir diese Konstante den Wert n® so erhalten wir die zwei gewohnlichen Differential-
gleichungen: & +n® H=0

FR'"+rR 4 (2r*—n) R=0.

Die erste Gleichung gibt sofort:
qs:{

(12)

sin ng
cosneg’

Die zweite Gleichung (12) ist eine Bessel’sche Differentialgleichung nt¢* Ordnung;
sie hat als partikulire Integrale die Bessel’schen Funktionen erster Art von der Ordnung
n und —n: JpGer) und J_n(xr), vorausgesetzt, daB n nicht Null oder ganzzahlig ist,
in welchem Falle das eine Integral logarithmenbehaftet wird (Funktion zweiter Art). Da
aber sowohl die Funktion J_, (n>>0), wie auch die logarithmenbehaftete N e umann’sche
Funktion im Nullpunkt (r=0) unendlich werden, konnen nur die Funktionen mit positiver
Ordnungszahl in Frage kommen.

Aus der Randbedingung an der Unterlage: ¢,=0, ergibt sich ferner, daB fiir @
nur die eine Ldsung: cos n¢g, behalten werden darf.

Die Gleichung (11) gibt folglich:

f=Jdn(xD) cosnep.
Die Konstante n kann eine willkiirliche positive Zahl sein; eine allgemeinere Losung

ist folglich durch die Summe
f=Zan (x1)cos ng " (18)

gegeben. Damit die Stérungsbewegung im Nullpunkt nicht verschwinden soll, muB3 der
Wert n=0 mit enthalten werden. Um schlieBlich ein Verschwinden der Stérung im
Unendlichen zu erhalten, muB noch » reell sein.

Die (eschwindigkeitskomponenten miissen von derselben Form wie die Ausdriicke (2)
und (13) fir den Stérungsdruck sein, denn sie ergeben sich aus der zu (1) identischen
Differentialgleichung (28, 3). Die Relationen zwischen den Konstanten A4, B, C der
Geschwindigkeiten und der in (2) vorkommenden Konstante D des Druckes erhalten wir
aus (28, ).

Um die Grenzflichenbedingung an der Diskontinuitdtsfliche, bezw. freien Oberfliche
im Falle einer Schicht befriedigen zu kdnnen, wird es sich iibrigens zeigen, dal n bloB
positive, ganzzahlige Werte annehmen darf. Wir haben also nur eine kleine Verallgemeinerung
der Integrale des § 26 erreicht, insofern als £ und £y hier nicht vernachlissigt worden
sind. Sonst wird aber diese Losung der dortigen ganz dhnlich sein, auch die Frequenz-
gleichung bleibt &uBerlich dieselbe, nur haben die Konstanten andere Werte. Da eine
Diskussion der Storungsbewegung und der Frequenzgleichung an dieser Stelle nicht
beabsichtigt ist, sollen auch nicht die allgemeinen Gleichungen hier hingeschrieben werden.
Es geniigt schon, auf die entsprechenden Gleichungen der §§ 26 und 27 hinzuweisen.

Gedruckt 24. IX. 1928.



