INTERNE WELLEN
VON JONAS EKMAN FJELDSTAD (Det geofysiske Institut, Bergen).

(Eingeliefert am 20. Mai 1933).

Die Ozeanographen sind schon lange auf das Vorkommen von internen Wellen im
Meere aufmerksam gewesen. So hat z. B. Nansen das sogenannte Totwasser als eine
Wellenerscheinung an einer Grenzfliche zwischen leichtem Brachwasser und schwerem
Salzwasser erklirt, und V. Walfrid Ekman (1) hat dann die Sache theoretisch und experi-
mentell untersucht und Nansens Annahme bestétigt. Diese internen Wellen sind jedoch
vom Standpunkte des Ozeanographen von geringerem Interesse, als mdgliche interne
Wellen von langer Periode in dem offenen Meere. Helland-Hansen und Nansen (3) haben
wohl als die Ersten groBe Schwankungen in der Lage der Isohalinen und Isothermen
nachgewiesen, welche Gezeitenperioden zu folgen scheinen, und das Phénomen als interne
Wellenbewegung gedeutet.

Die Meteor-Expedition und die spiteren Expeditionen mit »Armaver Hansenc«
haben durch lingere Serien von Strommessﬁngen in dem offenen Meere deutliche und
betriachtliche interne Wellen gefunden. Otto Petterson hat friiher interne Wellen im
Kattegatt und im Gullmarfjord nachgewiesen. Die meisten dieser Wellen haben Ge-
zeitenperioden.

Eine theoretische Behandlung dieser Wellen ist von mehreren Seiten vorgenommen
worden. Zu nennen sind die wichtigen Beitriige von N. Zeilon (5, 6). Er hat das Ent-
stehen der internen Wellen theoretisch und experimentell untersucht, und findet, daB sie
von Unebenheiten des Bodens verursacht werden. Durch die direkte Kinwirkung des
Mondes auf das Meerwasser konnen keine internen Wellen entstehen, und sie miissen
demnach immer eine sekundire Erscheinung .sein.

Es sind spesiell die Wellen, die an einer Unstetigkeitsfliche auftreten konnen,
Stokessche Wellen, die bisher von den Ozeanographen betrachtet worden sind, wihrend
die internen Wellen in dem Falle, daB die Dichte stetig mit der Tiefe wichst, wenig
Beachtung gefunden haben, wahrscheinlich wegen der groBeren mathematischen Schwierig-
keiten, die dann auftreten. Zeilon hat den speziellen Fall untersucht, dafl die Dichte sich
in einer Schicht sehr schnell dndert, so daf man es eine Quasidiskontinuitiit nennen kann,
und er entwickelt eine Methode um die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen zu
finden. Wir werden hier den allgemeinen Fall betrachten, daB die Dichteverteilung
mit der Tiefe beliebig gegeben ist.

1. Wellen ohne Erdrotation.

Wir betrachten zuerst den Fall, daB die Bewegung zweidimensional ist, und legen
die X-Achse in die Fortpflanzungsrichtung der Wellen. Die Z-Achse legen wir vertikal
mit positiver Richtung nach oben. z=0 soll dabei dem Boden und z=h der ungestorten
Oberfliche entsprechen. Die Tiefe wird konstant vorausgesetzt. Es seien jetzt u und w
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die Geschwindigkeitskomponenten des Wassers in der Richtung der X-Achse, bezw.
Z-Achse, g, die Dichte, p der Druck und { die vertikale Verschiebung eines bestimmten
Wasserpartikels. Die Bewegungsgleichungen sind nun

du 12p _ dw_ 12p

at Toax -0 ar Tgaz T

Wir setzen voraus, daB das Wasser unzusammendriickbar ist, und die Kontinuitéts-
gleichung wird dann

wihrend die Bedingung dafiir, da die Dichte ungeéndert bleibt,
do
FTA
oder
80 , %0, Pe
ot +uax+waz =0
ist.
du dw

= —— == 0, und demnach

Im Gleichgewichtszustand hat man TF T di

dp=—godz

h
pP=p, + gj@dZ-
z
Wir setzen jetzt
Q = QO(Z) + Ql(x) Z) t)!
wo g, die Dichte im ungestérten Zustand ist. Weiter setzen wir
h
p =po+gJ‘@odz + Dy
4

Es sind dann u, w, o, und p, kleine GroBen, deren Produkte und Quadrate vernachlissigt
werden koénnen. Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir

13p_13p
Q0 9x Qg ox
“lep_ g0 13p
0 9z 0o+ 01 0o 3z’

und die Bewegungsgleichungen werden

du 1op_ 2w, e 12D

3t g dx ot ggo 0o 2z
du ow o 12e, 12306,
2x oz 0o ot Qo 92

Im Falle einer harmonischen Schwingung mit Periode Zn und Fortpflanzungs-
o ;

o . . .
— setzen wir u, w - -+ proportional mit

geschwindigkeit %

eilo t—kx)
und erhalten dann
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12
iou—ik2 =0, iow+ g2+ =L,
Qo Q¢ Qo 92
' 3 13
iku+Z2 0, qeB 2y
0z Qo 0o °Z

Aus diesen Gleichungen erhalten wir weiter

_1ldw o 11939, p_odw

"Tikdz’ o, oo, 0z oy ik dz
Setzen wir diese Ausdriicke in die zweite der Gleichungen ein, so erhalten wir
fir w folgende Differentialgleichung
d dw\ k([ do, 2
— 0o ——|——={9 = 2 =0.
dZ(QO dz) 2(9 dz+000>w

g

. L . . 1920
Es wird bequem sein, eine besondere Bezeichnung fiir — S‘Zo

Qo

zu haben, und wir setzen darum -

— 1 de
P o, Az’
Am Boden, z=0 gilt nun die Bedingung w=0. Die Gleichung der gestorten
Oberfliche wird
z=nh + C(h) )

und an dieser Oberfliche ist jetzt die Druckbedingung p = p, oder
f .

o dw

— — =0.
gJ‘QOdZ + 11{“ (QO dz)h_}{
h+¢

Da { klein gegen h vorausgesetzt wird, erhalten wir annihernd

o dw
— gl + m(g"_d_z)h—o'

d}‘ .
Es ist aber a—; = w, und die Oberflichenbedingung wird demnach endgiiltig

dw K

Ehe wir weiter gehen, werden wir noch die Bedingungen aufstellen, die an eventuellen
Diskontinuititsflichen befriedigt werden miissen. Die eine Bedingung ist Stetigkeit der
Normalkomponente der Geschwindigkeit an der Grenzfliche, und die andere ergibt sich
durch die Forderung, daB der Druck stetig variieren muB. ;

Wenn die Wellenldnge grof3 ist im Verhiltnis zur vertikalen Verschiebung {, so kann
man anstatt der Normalkomponente einfach die Vertikalkomponente setzen.

Es sei jetzt eine Diskontinuitidtsfiiche durch deren ungestérte Lage z = h, gegeben.
Fiir z<{h, sei g ==, (z), wihrend fiir z>h,, o =p,(2) sei. Entsprechend unterscheiden
wir die anderen Grofen durch die Indizes 1 und 2. Die erste Bedingung wird dann

w, (z) = w, (2)
fiir z=h,, wihrend die Druckbedingung

P1 =D,
ist. Es ist nun
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h
P =p, + gJ-deZ+p’2
V4

h By
Py Pyt gjegdz + Jexderp’l,
h z

1

und die Druckbedingung wird fir z= h, + ¢:

n R .
gjezdz - =gjazdz+ Jeldzﬂn
n'te k, B4

oder indem ¢ gegen h, als klein angenommen wird:

90, +py=9g0 ¢+ D,
Mit
. _ O dw, ;0 dw,
pZ_I'k92 dz’ pl_lkgl dZ

erhalt man
dw,

o dw o o dw,
ik®dz 9Nt Ty, /

dw, kg dw, kg°
Qo (‘a??__zwz) = 0 (d_zl__?’uh)

g0, ¢+

oder

o g

Diese Bedingung muB demnach fir z = h, erfiillt sein.
Wenn keine Diskontinuitit vorhanden ist, erhilt man einfach

dw, duw,
» dz  dz

w, = w

do

Diese Bedingungen gelten, wenn die Dichte stetig, aber d—zo unstetig ist.

Wenn die Dichte konstant ist, also %’ == 0, erhalten wir die'Gleichung

d*w ‘
73 — Kk w=0,
deren Integral
w = A sinh kz
ist. Die Oberfiichenbedingung wird dann
2
o
tghkh=—.
. ghkh gk

Fir lange Wellen hat man kh klein anzunehmen und es ist dann angenihert tgh kh = kh

und demnach
2

=2
gh
Dies ist die bekannte Lagrangesche Formel.
Nehmen wir dann
1 do,
@ = —— —= = konst

Qo dz
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erhalten wir
@z

2 .
w=e sin yz

WO .
k (p2
y?.__ _é.(g(p_oz)_ I

2

ist. Wenn (p>% ist, gibt die Oberflichenbedingung

2

k
ycosyh-{—gsinyh:?g— sin y h

oder
4
tgyh = —5——.
ST e
o? 2
Es ist aber
2 2
k2:( LR ﬂ)_a__’
y 4 g (p _0_2
und die Formel wird dann
7(gp—0o”)
tgyh= . g(pz 7 3’
g(r—5)+
4 4

GewOhnlich kann man o® wegwerfen. Die Gleichung hat unendlich viele Wurzeln.

kleinste wird wie frither angendhert

2

K=
gh
Die zweite Wurzel wird angenéhert
- yh=umn
oder
k— on 1
Vgh Vo
Die hoheren Wurzeln werden angendhert
nonx 1
kpn=—+—
Voh Voph
Es sei nun
(LE
wp=1icCpe 2 sin ynz,
dann wird
ﬂ
Cn'—z Cnez sin YnZ
und

ez
e?

Vool gh . ]
un—Vh\/tphCn[cos ynz—.l-2ynhsm;nz

In einer gewohnlichen Gezeitenwelle hat man

_Ys
u—Vh C,

CZC,

Loyr.
u g

es ist darum das Verhiltnis

-3

Die
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Bei einer internen Welle hat man angeniihert
. T 1
U max g ‘/(P-h
Die Vertikalverschiebung ist darum vergroBert im Verhiltnis

1
Voh
e0)—o(h) __ Lo
PR=I""0m) T o)
Setzt man h = 200 m und ph=0.004, was eine verhiltnismiBig groBe Stabilitit ist, so
findet man

Es ist aber

1 Yoo0s
Voh 0.004 _
Eine maximale Geschwindigkeit von 10 em wiirde dann einer Vertikaloszillation von mehr

als 7 m entsprechen,
Wir werden jetzt den allgemeinen Fall etwas niiher betrachten. Wir setzen

16.

Unsere Differentialgleichung lautet dann

d dw
2z (0 )+ oaen =0

mit den Grenzbedingungen

dw

T
Die Aufgabe, alle Lésungen dieser Gleichm;g zu finden, hat eine gewisse Ahnlichkeit mit
der Sturm-Liouvilleschen Aufgabe; sie wird damit identisch, wenn

q>0

Pgw=0, z=nh.

in dem ganzen Intervalle 0 "z h ist.

Diese Bedingung wird doch recht selten in den tiefen Weltmeeren erfiillt sein, vielmehr
muB man annehmen, daB die Bedingung nur in gewissen Intervallen befriedigt ist. Wir
haben soeben den Fall behandelt, daB ¢ eine Konstante ist, und in diesem Falle ergab
sich, daB unendlich viele Ldsungen vorhanden waren.

Wir multiplizieren jetzt mit w und integrieren zwischen 0 und h. Dann findet man

h h

d dw 2 27,
J'wdz(g dz)dz—}-l nggw dz=0.
0
‘Teilweise Integration ergibt

h h
dw dw\*® o
(@ wﬂ) ——J'Q(E> dz=—12ngQw‘dz
h
0

0

oder
h h

dw dw
2 2 —
Y} g"-qguz dz + (wg dz)h—_l-@ (dz)dz.

0

<

Nach der Oberflichenbedingung hat man
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A h ,
2 2 dw
yl g[@wi—i— quw dz} :J’Q<E) dz.
0 0

Wir sehen, daB eine notwendige Bedingung fir die Losbarkeit unserer Gleichung

und somit

h
(o w®n + jrqg widz>0
0

ist. FEine hinreichende Bedingung ist, wie man sieht, ¢>>0. Diese Bedingung ist aber
picht notwendig. Wenn ¢ nur in einem gewissen Bereiche positiv ist, kann der oben-
stehende Ausdruck auch positiv werden, wenn nur die Vertikalbewegung w in diesem
Bereiche fiberwiegend ist. '

Wir werden dieses Verhalten durch ein Beispiel illustrieren. Dabei nehmen wir an,
daB drei Schichten vorhanden sind: Die Bodensechicht mit der konstanten Dichte g, von
z=0 bis z = h,, die Mittelschicht mit der nach oben abnehmenden Dichte

0 =0, 672’8(2_}11)’
und eine Oberschicht von z=h, + h, bis z=h mit der konstanten Dichte
—26-h
=00

d
Die Dichte dndert sich demnach stetig, dagegen ist d_g unstetig, und wir haben in der

Bodenschicht und der Oberflichenschicht

2

g——2
E g,

wihrend in der Mittelschicht
2

o
=928 ——
P g
jst. In der Bodenschicht setzen wir
w, (z) = A, sinh kz.
In der Mittelschicht setzen wir

w,=¢ (@=hy) (4, cos y(z— h,) + B, sin y(z—h,)).

Fir z= h, soll jetzt
W, = Wy
und
dw, dw,

dz dz

sein. Dies ergibt
A, = A, sinh kh,,

1
B, = A4, ;(k cosh kh, — g sinh kh,).

Es wird demnach
i (z—hl)

g [y sinh & h, cos y (z— h,) + (k cosh kh, — 8 sinh k h,) siny (z— hy)] .

w, =4, —
2 1y

In der Oberschicht setzen wir
w, = A; cosh k(z— k) + B, sinh k(z— h)
mit W' = h, + h,.
Die Grenzbedingung gibt, wie im vorangehenden Falle, zwei Gleichungen fiir die
Bestimmung von A4; und Bg;. Wir finden



10 JONAS EKMAN FJELDSTAD Geof. Publ.

£ h,
Ay =

* cosh kh, — k f sinh kh,) sin y h,] .

und
ﬂh

[ky cosh k h, cosy h, + (kf cosh kh, —(8* + »* sinh kh,) sin y h,].

B, = Ify

Die Grenzbedingung an der Oberfliche

dw_ gk

) =0
dz ¢* w

wird

A, (sinh Rhg——i—foosh khs) + By (

):o.

Setzen wir die Werte von A4; und B, in diese Gleichung ein, erhalten wir, indem wir
den gemeinschaftlichen Faktor

h
Aleﬂ !
Y
wegwerfen ;
y cosy h, [cosh k(h, + hy)) — 2 smh k(h, + h )J
. gﬂ gk
¥ sinyhy I{( inh &+ ) — L5 oosh e(h + 1y
gzkz v
+ ﬁ(1—~ - )cosh I{(hs—hl)) ~0
oder
gk .
v icosh k(h, + hB)——OTsmh k(h, + h;)
tg yhy= 3

2 k ]{ .

(9_/3_1) (smh k(B + hy) — "5 cosh k(h, + k )) + /3( )cosh k(h,—h,)
Diese Gleichung hat, wie man sich {iberzeugen kann, unendlich viele Wurzeln, die
positive Werte von k? liefern. Gewohnlich wird fiir die ersten Wurzeln kh eine kleine
GroBe sein und die Formel ist dann in der vorliegenden Form etwas unbequem. Wir
setzen darum zur Abkiirzung der Schreibweise

_ tghk(h, + hy
" k(h, + hy)
und
sinh kh, sinh kB,
k?h, hy cosh k(h, + hy) '

w =

Fiir kleine Werte von kh werden diese GréBen sehr wenig von 1 verschieden. Weiter
setzen wir

yh, = x. ¢
Wir haben dann angendhert
e ]
tgx= .
hy hy hy + hy
h2 w X (1 + fhya 7, )

Die ersten Wurzeln sind dann auch durch die angendherte Gleichung
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hy+ By

t by

W
@x —1

bestimmt. Hat man diese geldst und einen apgendherten Wert von x gefunden, kann
man den entsprechenden Wert von k zur Berechnung der Grofien a und @ benutzen,
und dann genauere Werte von x durch die vollstindige Formel berechnen.

Die letzte angeniherte Formel findet man, wenn man folgende vereinfachte Glei-
chungen benutzt:

d*w  K?

—_— —2 ==

dzz+o2 gBw=0,
w=0, z=h.

Numerisches Beispiel.
Wir setzen
h, = 2800 m, h, = 400m, -h; = 400m
und demnach

h = 3600 m,
weiter
28h, =0.001.
Als erste Wurzel finden wir
K — o
* Ygh

Dies entspricht der normalen Gezeitenwelle, die hier nicht weiter in Betracht kommt.
Die erste interne Welle entspricht der Wurzel

vy hy = x; = 0,9916.
Dies gibt eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit
199.8 cm/sek.

In der homogenen Bodenschicht hat man dann angenéhert

w=1iCkz
= Cﬁz
(e
und
u=_C.

An der oberen Grenze der Bodenschicht z= h, haben wir dann

£, =10%-C.
In der Mittelschicht haben wir

u=20_C [co's y, (z—h,) — % (y hy) siny (z——hl)}
2 .

k h .
L= C-(;h1 [cosy(z—hl)-i- R——(f};)smy(z#hl}.

oder mit Zahlenwerten

u="C [cos<0,9916 Z—_h—hl) — 4,958 sin (0.9916 ?—;ﬁ)

2 2
—h

—h 1 z
F=10°C 0.9916 2 in [ 0. 270,
¢ {cos( n, ) -+ 1958 sin (0 9916 I, )]
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u=20 fir z—h, = 80 m,

12

Es ist somit

und hier hat { ein Maximum
£=1,02-10%-C.
An der Grenze zwischen Mittelschicht und Oberflichenschicht haben wir

u=—3,60C,
= 0,72-10°C.

u=konst. =—3,6 C,

In der Oberflichenschicht wird
wihrend  von dem soeben gegebenen Wert bis 0 abnimmt. Oder etwas genauer: an der
Oberflihe findet man fiir £ einen sehr kleinen negativen Wert. Die Verteilung derAmpli-

tuden von u und ¢ wird in Abb. 1 graphisch dargestellt.
"""""" I

Fiir die zweite Wurzel findet man den Wert
ve hy, = 3,4842.

Die entsprechende Wellengeschwindigkeit wird
%, = 56,85 cm/sek.

und kh, = 0,493,
Setzt man in der Bodenschicht
u=C, cosh kz,

findet man, daB u von C, bis 1.124 C, wichst.

In der Mittelschicht findes man
u = C,[1,124 cos y, (z—h,) — 18,21 sin y, (z— h,)],

£ = 2 0,[1,04 cos y, (=— by) + 0,064 sin 7, (z—h)].

Dies ergibt ’
u=0 fir z=h +71m
und u=90 fiir z=h, + 367,7 m.
Fir dieselben Werte von z hat ¢ ein Maximum bezw. ein Minimum
{= +3,669-10%C,.

{=0 fiir z=h, + 187,4 m.

Weiter findet man
Hier hat u ein Minimum u=-—18,1C,.
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An der Grenze zwischen Mittel- und Oberschicht hat man

£ =385-10%C,,
u=4,90C,.
In der Oberflichenschicht wird u praktisch genommen konstant, wahrend { bis 0
abnimmt.

Fiir die dritte Wurzel findet man den Wert

vy hy = 6,477, 2y = 30,6 em/sek
und kg b, = 0.92.
In der Bodenschicht wichst demnach u von

u=C; bis u=1,45 C;.
In der Mittelschicht findet man

{=0C, 1.152—; [cos yg(z—hy) + 251.6 sin y, (z#h)].
¢ hat einen Maximumswert 7,6-10% C, fir z=nh, + 2,4 m und einen Minimumswert

—1,6-10°C, fir z=hy + 390 m.

Fiir u findet man ein Minimum bezw. Maximum von 87 Cy fiir z = h, + 99,4 m und
z=h, + 293,4 m.

In der oberen homogenen Schicht hat man u = 5,7 C;.

Fiir diese internen Wellen findet man demnach, daB sie nur in der Mittelschicht
sich bemerkbar machen, und man versteht nun leicht, daBi die Geschwindigkeitsverteilung
in dieser Schicht eine sehr verwickelte sein kann, wenn mehrere dieser Wellen zugleich

+

auftreten.

9. Interne Wellen in einem rotfierenden Meere.

Wir nehmen an, daB der Rotationsvektor senkrecht auf der Oberfliche steht, und
haben dann folgende Gleichungen

13
U swvt —P2—0
ot Qg 2X
v 13p
-~ ] i b S,
at+ wu+@03y 0
ow e 19p

- K
ey 9o Qo 92

Die Kontinuitdtsgleichung wird

Wihrend die Gleichung

unverindert bleibt.
Um eine harmonische Schwingung zu untersuchen, setzen wir

u, 0, , py ~ cos (o t—kx) e*¥

v, w ~vsin (ct—kx)e*V.
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Die Gleichungen werden dann

—ou—2wv+k& =0

Oo
av+2wu+a£)—1- =0
©o
1 aplzo

G 2 h
0w+g@o+90 dz

d
ku+av+—w=0.
dz

Auflosung der beiden ersten Gleichungen mit Riicksicht auf u und v ergibt

_ ok+2wap,
o’ —4w? o,
__ 2wk+oap,
> —4w® o,
. . . 1 do,
Wie frither setzen wir —Q_ F und erhalten dann
0
dp, _gep—o
dz o %

Setzen wir die Ausdriicke fiir u und v in die Kontinuititsgleichung ein, so erhalten wir

P o—4o® dw

2 o(k*—a? dz’
Aus den beiden letzten Gleichungen kdnnen’ wir p, eliminieren, und erhalten dann
dz o’

d{ dw\ KkK—ad \
(@0?1;) + »—_m(gqﬁ—o ) gow=0.

Die Oberflichenbedingung wird
dw  K—ad®

—_——— =0,
dz o —aw?I%
Setzen wir
BP—a® e
o’ — 4o’

haben wir w und 4 aus den folgenden Gleichungen zu bestimmen
d dw o®
J—— _ 12 —_— :0
dz(eo dz) 4 9(99 g)Qow
dw

————-—12 == M =
a2 gw==0; z=h

w=0; z=0.
Diese Gleichung stimmt mit der fritheren iiberein, nur hat 1 hier eine andere Bedeutung.

Es sei nun w(z) eine Loésung der Differentialgleichung, wir wollen die iibrigen
GroBen durch w ausdriicken. Erstens haben wir

p_  o—d4o’dw 1 dw
0,  o(k*—a?) dz  oA® dz’
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Dadurch finden wir weiter
ck+2wa dw

e —a) 4z
Qwk+oa dw

o(k® — a—QS dz’
Wir sehen ietzt, daB wir eine Losung in Analogie mit der Kelvinschen erhalten kdnnen, wenn

M2a)k

o

o=

gewihlt wird. Mit diesem Werte von a erhalten wir

g Ldw
k dz’

pp_ o dw

o Bz

_2wky
Die Lisung wird jetzt wie in dem Falle ohne Rotation, nur daf der Faktor e ¢ in
allen Ausdriicken vorkommt. Dieser Faktor spielt aber hier eine viel groBere Rolle als
bei den gewdhnlichen Gezeitenwellen, indem k fiir die internen Wellen relativ groBe Werte

annehmen kann.

k
Ist z. B. T wie in dem vorangehenden Beispiele, und 2w=1,3- 104 so

200’
sehen wir, daB die Amplitude in der y-Richtung schon in einem Abstande von etwa

1
15,3 km auf " ihres Wertes gefallen ist. Interne Wellen von diesem Typus konnen

demnach nur in einem verhdltnismiBig schmalen Kanal vorkommen. In dem offenen

Meere sind sie ohne Bedeutung.
Sehen wir ganz von der Seitenbegrenzung ab, so konnen wir a=0 setzen, und

erhalten dann

g Ldw  201dw
Tk dz’ ¢ k dz
und
k?
2= — .
6t —4w?

Nennen wir die Forpflanzungsgeschwindigkeit, wenn keine Rotation vorhanden ist ¢, und
wenn Rotation vorhanden ist », so haben wir

)
e

°|

I S
ey

In einem Kanale sind Wellen von noch einem anderen Typus mdglich. Es sei b
die Breite des Kanales, und die Seiten des Kanales durch y=0 und y=b>b gegeben.

Wir kdinnen dann
mamai

=+
“e=E

setzen, und erhalten dann zwei Losungen fir v

U~A2wk+1’a£nb—ﬂd_@ejm;y
e , mta’\ dz
a(k“-i— B )
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und
20k—ic2E . may
b dw 1%
n=B m*a\ dz° ’
? -
(i( + b‘)

wir konnen jetzt die Konstanten 4 und B so bestimmen, daB die Summe v, +v, fir
y=0 und fir y=»~ verschwindet. Die notwendige Bedingung ist

A<2wk+iam—b”) +B(2wk—iom—b”) —0.

Wir sefzen

Qwk—io T

A= ﬁ b
- 21 2wk

2wk -I—iaEZ

B b

21 2wk
und erhalten dann fiir v den Ausdruck

2_2
st T
b* ., mny dw
v=A4, 55 Sin —.
, m'm b dz
2wak<k‘+ —bg—)
Man findet dann weiter fiir u und w
[1 . may o —40® ma may| dw
H e | S T T T o R 5web © b | 4z
E+—
i b
[ . mny omn mny)
w= A, hsm 5 —5a%p 8 b w(z)
und, weﬂa— =w ist,
Ay, may om may]
{= P hsm 5 5wkb % T _w(z)
In diesem Falle haben wir
m®n®
k2+ b2
A2 =
0’ —4w?

Eine notwendige Bedingung fiir das Bestehen dieser Wellen wird demnach

- 2 2
(6 *—4wHi?— ﬂl;zi> 0
und a fortiori
o >4 w
Nun ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen ohne Rotation

Cc= =,
Y

die obige Bedingung 148t sich dann in folgender Form schreiben

ma _oi—s*

b c
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In dem soeben berechneten Beispiele hatten wir ¢=200.
Setzen wir ferner m=1 und fiir w den vertikalen Rotationskomponenten auf 60° N. B.,
so erhalten wir die Bedingung

b>51c¢-10*

oder
b>102 km.

Fiir die interne Welle dritter Ordnung hatten wir ¢=30 und die Bedingung wird dann
b>15,3 km.

Fiir die Wellen hoherer Ordnung hat demnach ein gewdhnlicher Fjord noch eine hin-
reichende Breite.

3. Berechnung der internen Wellen.

Wenn die Aufgabe vorliegt, moglichen internen Wellen nachzuforschen, wird im
allgemeinen die Dichte durch Beobachtungen in bestimmten Tiefen gefunden. Die Ozeano-
graphen geben gewohnlich nicht die Dichte an; sondern eine GroBSe o.=(o—1)-1000.

Umgekehrt hat man

o=1+¢;-1073
und

log p =0, - 1073

Es ist darum mit hinreichender Genauigkeit

Ldo _os.doe
o dz dz

dao. . . . -
Die erste Aufgabe wird dann d_(; zu bestimmen. Dies kann in mehreren Weisen ge-

schehen, entweder auf graphischem Wege, durch Differenzen, ‘oder man kann auch ver-
suchen, o, durch eine Funktion zu approximieren und dann durch Differentiation dieser
do, ;
Funktion d_(; zu bestimmen.
Unsere Hauptaufgabe wird dann die Differentialgleichung

d (dw af  1do _
dz(gdz)—{_l( g@ dz G).Qw_o

mit den Grenzbedingungen

w=0, z=0
d
—(715 =l*gw, z=h

zu integrieren. Es gilt nun, die Aufgabe so viel wie mdglich zu vereinfachen. Zunichst
konnen wir ohne Bedenken

d ( dw) d*w

az\%dz) " %dz
. . o® 1do . . . ., 6
setzen. Auch konnen wir 5 neben 5&—2 vernachldssigen, denn bei Gezeitenwellen ist —
von der GrioBenordnung 10!, und mit einer so grofen Genauigkeit kénnen wir dG;

nicht bestimmen. Nehmen wir die Léngeneinheit gleich 100 m, setzen also

z=10%x,
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so haben wir angenihert
lde_do

107,
pdz dx
do: . . . . .
und wir miiten d—i mit mehr als vier Dezimalstellen bestimmen kdénnen, was ganz un-

moglich ist. Wenn wir an der Bezeichnung

d
dz

2

~_1
7T e

festhalten, lautet demnach unsere Differentialgleichung

d*w
dz?

+Pgow=0,

An der Oberfliche kénnen wir die Grenzbedingung

dw _p,
dz g

durch die einfachere w=0 ersefzen. Dadurch verlieren wir zwar den ersten Eigenwert
ly, dieser ist aber schon bekannt, denn es ist

o

(CE
und die entsprechende Welle ist die gewohnliche Gezeitenwelle, die nicht zu den internen
Wellen gehort. )

Wenn wir von den Nebenmeeren absehen, ist gewdhnlich die Dichte in groBen
Tiefen hinreichend konstant, um dort ¢=0 zu setzen. Zuweilen haben wir auch an der
Oberfliche eine Schicht, wo die Mischung so stark ist, daB wir auch dort eine konstante
Dichte erhalten. Wir kdnnen demnach annehmen, daB drei Schichten vorhanden sind:
Das Tiefenwasser von dem Boden z=0 bis z=h,. Das Ubergangswasser von z=Hh, bis
z=h,+h, und das Oberflichenwasser von z=h,+ h, bis z=h.

Defant hat fiir die zwei oberen Schichten zusammen den Namen Troposphire und
fiir das Bodenwasser den Namen Stratosphire vorgeschlagen. Die Stratosphiire wird wohl
gewdhnlich in etwa 1000 bis 1500 m Tiefe angetroffen.

In dem Tiefenwasser kann man mit hinreichender Genauigkeit

w=A44,kz, u=Xkonst.

setzen. Es sei nun w, der Wert von w in der Bodenschicht, w, in der Mittelschicht
und wy in der Oberflichenschicht. Die Bedingungen fiir z=h, werden dann

A kb, —w, (hy)
_ (1w
Aok—(dz)hl

dw,
Y dz

oder

—w,=0, z=h,.

In der Oberflichenschicht setzen wir
wy,=Az k(h—2z)
duw,

Th=— Ak
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Fir z=h, +h, gilt demnach die folgende Bedingung

dw,

by dz

+w,=0.

Unsere Integrationsaufgabe lautet jetzt folgendermaBen: Wir suchen ein Integral
der Differentialgleichung
b
EQ" + A qgo w=0

mit den Grenzbedingungen

d
hlgl-z—u—wzo, z=h,,

d
hgg +w=0, z=h, +h,.

Selpbstverstindlich konnen eventuell sowohl h, als h; gleich 0 sein.

Wenn man fiir ¢ eine bestimmte Funktion setzen kann, so ist es ja theoretisch
moglich, die Integration auszufithren. In der Praxis wird dies wohl nur in den seltensten
Fallen gelingen. Bemerkenswerte Fille sind @ =Xkonst. oder @=a(z— b)™ wo, m eine
beliebige Zahl ist. In dem ersten Falle kommt man direkt zu trigonometrischen Funktionen;
in dem zweiten Falle 1iBt sich das Integral durch Besselsche Funktionen ausdriicken.

4. Numerische Integrationsmethode.

Wenn der Parameter 1 bekannt ist, 18t sich die Gleichung leicht numerisch inte-
grieren. Wir kdénnen dann die Integrationsmethode von Stérmer (7) anwenden. Diese
Methode arbeitet mit Hilfe von Differenzen bis zur vierten Ordnung, und gibt dann ein
Resultat, das noch in der sechsten Ordnung richtig ist. Da in unserem Falle die Funk-
tion @ nicht mit so groBer Genauigkeit bekannt ist, so erscheint jedoch diese Methode
iibertrieben genau, und wir kénnen darum die Methode etwas vereinfachen.

Die Herleitung wird in diesem Falle sehr einfach und wird in dem Folgenden gegeben.

Zundchst setzen wir voraus, daB die Lingeneinheit etwas groBer gewihlt ist, z. B

100 m. Wir setzen also
z=10%x.
Unsere Gleichungen werden dann

d*w 22 8

45 +2°g10°pw=0

h, ‘;—l;’—w:o x=h,
dw

h, i + w=0 x=h, -+ h,,

wo jetzt h,, h, und h; in der neuen Einheit gemessen wird. 108 ¢ bezeichnen wir wieder
durch ¢, ohne daB wir eine Verwechselung befiirchten miissen. Wir teilen das Integra-
tionsgebiet in gleiche Teile von der GroBie A x und bezeichnen die Abscissen durch x,,
X,, x,+--- Die entsprechenden Funktionswerte bezeichnen wir durch w,, w,, w,----

Es ist dann
X=Xy T AX, Xg=Xo+20x, -

Nun setzen wir voraus, daB3 in der Nihe des Punktes xp eine Taylorentwicklung moglich ist.
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v (ox)t

o +.--

+ wp

Lx)? Ax)?
(____21 + w”/n (_6_)

Wp+1=Wn + Wn(LX)+ W'y

) , (Ax)?

wnﬁlsz_wH(Ax)"l‘wnﬁ_é—)'—' PP

Die Addition dieser Gleichungen ergibt

(Ax)*
12

wn+1_2wn'*‘wn—l:wun(ﬂx)z‘l‘wnlv S R

Aus der Differentialgeichung kennen wir

U

wH:_;t?g(pnwn.
Wir setzen jetzt
wn—%—l—wn:Alflzn
AwH_{-l_Awn:/_\.?wIz,
511:‘11)”11(4\-702
En-}—l_‘fsn:AEn
Agn-}—l—ﬂfnzﬁ\gfn-

Mit diesen Bezeichnungen lautet unsere Gleichung

£ =Ent 80 B
n—1 n n 19

Es ist aber
En_o=En—28n (LX) +2& 7 (LX) 4+ - -
2
Eno1=En— En(0X)+ g,,%’i

und demnach
En—2¢&n ~1+§n—ZZE/IH(Ax)Q_“E'/In(Ax)B‘*" e
oder
£PEp—9=8"n(Lx)? —E"n(LX)> 4+ - - -

Dadurch konnen wir &", eliminieren und erhalten

. 1
AP wp_1=&n+ 12 N¥n g

indem die hoheren Glieder weggelassen sind. Dies ist nun die gesuchte Integrations-
formel. Der Fehler wird von der fiinften Ordnung.
Die Formel von Stormer lautet

o . 1 . . N 1 .
A*wp-—-1=én+ 12 A% o+ 0PEn 3+ L\4én74_% NrEn gl

Man erhilt somit unsere Formel aus der genaueren Stormerschen durch Weglassung von
Differenzen dritter und vierter Ordnung.

d d
Da u durch e ausgedriickt ist, mlissen wir auch d—lj: bestimmen. Der Kiirze wegen

. . dw . . . . o
bezeichnen wir — durch u, indem wir daran erinnern, daB die Geschwindigkeit u nur

d
durch einen von z unabhiingigen Faktor von d—l;) abweicht.
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(Lx)?
2

L x)?
Un—121111_11’11(&.76)—I—1/1”1,,£——2l e

€

Es ist nun

Upt1=Un+ Un(LHX)+Uu'n Lo

Subtraktion ergibt
Ax)®
Up4+1—Upn—1— 2 [u’n(,ﬁx)+un’" (——6—)“ + .- } .
Es ist aber un=w"n und demnach
(2rx)° )

9 .
Up+1=Un-1+ Z}(En‘l‘fun_(;_

Entwickeln wir ¢,41 und & -1 in Reihen, erhalten wir
2. M ., 1 ,
L% 1= (00 5 &V (AX)
Durch Elimination von ¢”, finden wir die Formel
9 1,
Upt1=Un—1-+ Zx(§n+ 6 A"fn—l) ,

wo Glieder hoherer Ordnung weggelassen sind. Der Fehler wird wieder von der fiinften
Ordnung. Ersetzen wir A%&y_1 durch £pnq1—2&n+&n -1, erhalten wir

1 . .
Un41=Un—1+ %(§n+1+4¢n+ En-1),

g0 daB die Formel mit der Simpsonschen Regel iibereinstimmdt.

Um diese Integrationsmethode anwenden zu konnen, milssen wir die ersten Werte
dwg
dx

in anderer Weise bherechnen. Wir wihlen dann fir w, und beliebige Werte, die

jedoch der ersten Grenzbedingung gentigen.

dw

vqx =0

d
w, und dlil berechnen wir dann mit Hilfe der beiden Formeln

2 "2 r. ;1 2 9.5 3
w, = w, (1—l-g(gx)-%+_‘pi) +w, (A x) (1—l'g(Ax)- J’%ﬁ)

, \ s Pyt 2 Wy )
u1=w0(1—l‘g(ﬁx)‘% 6 %)-mox g2 (ot

Man erhilt diese Formeln, wenn man wj nach der Taylorschen Reihe bis zum dritten
Glied entwickelt, und dann die Integrationsformel mit der halben Intervailbreite benutzt.
Mit diesen Formeln konnen wir die numerischen Integrationen schnell und leicht durchfiihren.

Wenn es sich zeigen sollte, daB die zweiten Differenzen zu schnell anwachsen,
miissen wir die Intervalle halbieren. Es seien wn—1 und wp die letzten Werte, wo noch
keine Notwendigkeit zur Teilung vorlag. Um zwischen diese ein wn—; zu interpolieren,
konnen wir nach Stérmer die folgende Formel anwenden: “

Awn+ Lwn -1 én JANS e Ay 3 A En

4 tg T 32 Ty}

Wp —3 =Wn—

Die héheren Differenzen, die in der Stérmerschen Formel vorkommen, sind weggelassen.

‘Weiter haben wir
(~rx)?

4

-~ )
n—1=Wn-
2

ol
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Wir kdénnen dann mit der numerischen Integration fortfahren. Die neuen zweiten Diffe-
1
renzen sind ungefdhr 16 der alten.

Umgekehrt, wenn die zweiten Differenzen zu klein ausfallen, kénnen wir das Inter-
vall verdoppeln. Wir nehmen dann jeden zweiten Wert von w und multiplizieren die
entsprechenden & mit 4.

Wenn der Wert von 1, den wir benutzt haben, fehlerhaft sein sollte, zeigt sich dies
dadurch, da wir fiir z=h nicht den richtigen Wert w=0 erhalten. Wir miissen dann
mit einem neuen Werte die Integration versuchen. Haben wir schon den richtigen End-
wert passiert, bedeutet dies, dafl der Parameter zu grof3 gewihlt ist, und wir miissen dann
einen kleineren Wert versuchen. Es empfiehlt sich dann, die Abidnderung nicht allzu
klein zu machen, denn es wire ja ein Zufall, wenn man den richtigen Wert treffen sollte.

Die zweite Integration wird dann im allgemeinen auch nicht den richtigen End-
wert liefern. Wenn die Parameterwerte nicht allzu viel von dem richtigen Werte ab-
weichen, konnen wir durch Interpolation die Werte von w und 4 finden. Wir setzen dann

_ Wy () w, (x) — w, (h) w, (x)
w, (h) — w, (h)

Diese Funktion geniigt nicht der Differentialgleichung, aber die Abweichung ist nur gering.
Setzen wir der Kiirze wegen,
w=Aw,+Bw,,

haben wir
d*w , .
d 1 =—MAhgAdpw, —I;9Byw,
und '
h h h
dzw 9 2
wdx,ldx-:— 594 pww, dx—I59 Bl oww,dx
0 0 0
oder

. dw 2 h h
J‘(ﬂ) dx:}%gAj‘waldx‘*‘i%gB“‘tpwwgdx.
0 0 b

Setzen wir jetzt

h n R
}t%gAj¢wwldx+AggBjmwwgdx==lng¢w2dx,
0 0 0

dann wird A dem richtigen Werte sehr nahe kommen.

Fibrt man die Integration mit diesem neuen Parameter nochmals durch, wird man
finden, daB die Werte von w nicht viel von den interpolierten Werten abweichen.

Bei der Herleitung der vorangehenden Interpolationsformel wurde vorausgesetzt,
daB keine homogene Oberflichenschicht vorhanden war. Wenn diese homogene Ober-
flichenschicht vorhanden ist, hat man als Grenzbedingung

hs—x +w=0.

Man setzt dann

dw, dw, . )
(h3 Tx + w2>h2 w, (x)— (hg Tx +w, n, w, (x)
o dw‘z . dw1
(hs dx + w2)172 (h3 dx + w])hg

Die Interpolationsformel fiir 4 wird ungeéndert.
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5. Numerische Beispiele.

Wir werden jetzt unsere Formeln auf ein Paar numerische Beispiele anwenden. Aus
der Abhandlung von Helland-Hansen (4) nehme ich die Dichteverteilung von seiner
Station 115 in der Fard-Shetland Rinne. Die Tiefe betrigt 580 m und das Wasser ist

1d
von der Oberfliche bis zum Boden stabil gelagert, so daB — £e

o dz oder ¢ tiberall von 0

verschieden ist.
Die Dichteverteilung ist in der folgenden kleinen Tabelle wiedergegeben.

d 0 10 25 50 75 100

6. 26,63 26,74 27,05 27,31 27,40 27,45
d 150 200 300 400 500
6. 27,61 27,65 27,70 27,86 27,96

wo 0,=10%(p—1) ist.
Wir zeichnen jetzt eine Kurve mit der Tiefe als Abscisse und ¢, als Ordinate, und

d o, s .
bestimmen fiir jede 10 m den Wert von E‘;—, was mit Hilfe von Differenzen gemacht

Oz

werden kann., Dann zeichnen wir die Kurve, die als Funktion von z wiedergibt.

Etwaige UnregelmiBigkeiten werden geglattet, und aus dieser Kurve entnehmen wir die

do. . ; . . N
Werte von d_c;’ die bei der Integration verwendet werden sollen. Die Kurven fir o, und
d 12 . N . . d T . . ...
d_(; sind in Abb. 2 gegeben. Der untere Teil der Kurve fiir d—z ist auch in fiinffachem
MaBstab gegeben.
Ehe wir die numerische Integration anfangen kdnnen, miissen wir einen angeniherten

Wert des Parameters bestimmen. HEs gilt in diesem Falle die Gleichung

mit den Grenzbedingungen

zu integrieren. Setzen wir

so néihern sich die Parameterwerte asymptotisch an

2 =2’_72
Mg n(a).

Wir versuchen demnach zuerst mit dem Werte

In dem vorliegenden Falle fand ich

a="1,84
und A?¢g=0.16.
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T 26 27 28
Q 5 10 B . . . S .
0 - ¥ Die numerische Integration zeigte, daB dieser Wert

> zu klein war, und ich versuchte dann mit 0,18, was noch
>( zu klein war. Interpolation nach der einfachen Formel

| — o Mwy () — B, ()
w, (h) — w, ()

ergab den Wert i2¢=0,20. Mit diesem Werte wurde
dann die Integration durchgefiihrt.
Als Anfangswerte wéahlte ich

dw
=0, |=—I| = 00.
wy , (dx)o 1,0000

Der Endwert von w war dann 0,0207, und der Extrem-
wert 2,08, Der Oberflichenwert ist dann hinreichend

5
2

nahe an 0.
Setzen wir die Erdrotation auBier Betracht, so finden
wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen

c= 1_ V_-g_ =70 cm sek 1.
A 0,20

— T q

Die Vertikalyerschiebung ¢ und die Geschwindigkeit u
sind durch die Formel

o E:10—40d_é_

Uk dz dx

verbunden. Setzen wir z. B. u,=10 cmsek !, so erhalten

_(dgy . 10° o . .
wir i) = 70 oder wenn wir die Vertikalverschiebung

in Mefer messen

100

7

10
Die maximale Vertikalverschiebung wird dann —79 - 2,08

oder rund 30 m. Die Wellenldnge ist

Fig. 2. (0,7><12,42<3600) m = 31,3 km.

Die entsprechenden Kurven fiir w und (ji_:lc) sind in Abb. 3 wiedergegeben. Man be-

merkt, daB die Kurve fiir d—zl: eine gewisse Ahnlichkeit mit der Dichtigkeitskurve zeigt.

Doch ist der starke Dichtezuwachs in der Schicht zwischen 10 und 40 m nicht aus-
schlaggebend, und die Geschwindigkeit wechselt ihr Vorzeichen nicht, bis wir eine Tiefe
von etwa 295 m erreichen. In derselben Tiefe hat die Vertikalverschiebung ihre groBte
Amplitude.

Man findet keine Ahnlichkeit mit internen Wellen an einer Diskontinuititsfliche.

Die Beobachtungen an dieser Station zeigten deutliche interne Wellen von betricht-
licher Amplitude. Beziiglich der niheren Diskussion dieser Wellen kann ich nur auf die
Abhandlung von Helland-Hansen (4) verweisen. Es mag jedoch hier bemerkt werden, daB3
die groBten Vertikalverschiebungen in etwa 300 m Tiefe gefunden wurden.

Der zweite Eigenwert wird R
12g=4(g) —0,642.
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Dieser Wert war schon hinreichend ‘genau, und eine Integration mit den Anfangswerten
w,=0, w',=1,0000 ergab fir w den Endwert —0,0056. Die Extremwerte fiir w sind

d
ungefdhr 1,28 und —1,63. Fir d—ljj hat man die Extremwerte — 1,73 und 4,07. (An der
Oberflache).
d
Die berechneten Werte von w und d—l;) sind in Abb. 4 dargestellt. Der Einfluf der

oberen Sprungschicht kommt hier viel stirker zum Vorschein.

Der dritte Eigenwert ist
A2 g=1,445,

was auch hinreichend genau ist. Der vierte Eigenwert ist
2,569.
d
Die entsprechenden Kurven fiir w und E—f sind in den Abb, 5 und 6 gegeben.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen sind

¢, = V—O—%a =70 cmsek !, ¢,= 6& =39 ecmsek—1
g - 9 -
Cy= V—fm: 26 cmsek 1, ¢,= 3569 =19,5 cmsek 1,

Die Geschwindigkeiteri der hheren Wellen sind dann durch die Formel

78
¢n—= — cmsek 1
n

gegeben. .

In Verbindung mit diesem Beispiele werde ich auch die Ergebnisse einer Inter-
polation zeigen. Bei der Berechnung der ersten Welle hatten wir zuerst mit dem Para-
meterwert 1*g=0,16 die Integration durchgefiihrt, dieser Wert war zu klein und ergab
den Endwert w=0,5990. Die Integration wurde dann nochmals gemacht mit dem Para-
meterwerte A>¢g=0.18. Der Endwert war dann w=0,2829. Es seien nun w,; und w, die
Werte von w, die bei den numerischen Integrationen gefunden wurden. Ich setzte

_w (W w, (2) —w, () w, (2)

Mit Hilfe dieser Formel wurde dann w fiir jede 20 m vom Boden bis zur Tiefe 180 m
und dann fiir jede 10 m bis zur Oberfliche berechnet. Es war nun moglich, die Integrale

h n R
J‘qaw“"dx, J‘ngwldx und J‘qowwgdx
0 0 0

auszuwerten, und die Interpolationsformel fiir 4 ergab den Wert
22g=0,2016.

Mit diesem Werte wurde die Integration durchgefiihrt. Die gefundenen Werte von
w sind in der folgenden Tabelle neben den interpolierten Werten gegeben. Die Uber-
einstimmung ist, wie man sieht, sehr befriedigend.
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Tabelle I
- w w - W W ) w W . W W
Tito | por | int | T | per | int | T | ver | int | T | ber | int
580 | o000 | 000 | 880 | 1,77 | 1,17 90 1,06 | 1,09
6o | 020 | o020 | 360 | 1,88 | 180 | 180 | 1,70 | 173 80 0,06 | 1.00
540 | 040 | o040 | 340 | 197 | L8 | 170 | 1,64 | 1,67 70 0.87 | 091
520 | o9 | 050 | 320 | 204 | 205 | 160 | 158 | 161 60 077 | 081
500 | o079 | omo | 800 | 207 | 209 | 150 | 151 | 155 50 0.66 | 0.70
as0 | 097 | 097 | 280 | 207 | 209 | 140 | 1,44 | 148 40 055 | 0.59
260 | 115 | 115 | 260 | 204 | 206 | 130 | 1,87 | 1,41 30 043 | 046
440 | 132 | 133 | 240 | 198 | 201 | 120 | 1,30 | 1,34 20 029 | 032
420 | 140 | 1ae | 220 | 190 | 198 | 110 | 1,22 | 1,26 10 015 | 0.16
s00 | 163 | 16s | 200 | ust | 1ss | 100 | 114 | 118 o |—001 | 000

Als zweites Beispiel nehmen wir die »Michael Sars« Station 68. Diese liegt auf
39° 90’ N.B. und 50° 50’ W.L. Die Tiefe betrigt etwa 5400 m. Das Tiefenwasser
ist beinahe homogen von elwa 1400 m Tiefe bis zum Boden. Wir setzen daher h, =40,
h,=14 und h=>54. Die Grenzbedingungen sind in diesem Falle

dw
4:071;_11):0, x:hl,
w=0, x=h.

Die Dichteverteilung o, und % von der Oberfliche bis 1400 m Tiefe sind in

Abb. 7 gegeben.
Angeniherte Werte des Parameters 2 erhédlt man aus der Gleichung

h &
tgy:;‘w(hﬁy

wo

h,

a= J'\/de
0
yﬂ:ng a?_

Messen wir y in Graden, nimmt die Gleichung die folgende Form an:
tg y®=—0.022165 y".
Als erste Wurzel findet man y°=111° 95 oder x=1.954. Es wird dann

x‘_’
22g= (=) =0.01875.
g (a) 0.01375

Die Anfangswerte miissen die Grenzbedingung

dw
40— —w=
de w=0

befriedigen, und wir setzen daher w,=4,0000 und (%L;—C)) = 0,1000. An der Oberfliche
0

findet man den Endwert w=0,0096, was wohl hinreichend nahe an 0 ist.
Die zweite Wurzel ist y—=4,8726 und gibt i>g=0,0855. Dieser Parameter zeigte
sich viel zu klein. Die Integration ergibt den Endwert —2,0771. Ich setzte darum
A*g=0,10.

Dieser Wert war noch zu klein und ergab als Oberflichenwert —1,2520. Eine Inter-
polation ergibt A%g=:0.1219, was hinreichend genau ist.
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Die dritte Wurzel ist y=7,953 und gibt 22g=0,228. Der Wert ist zu groB und
nach nochmaliger Integration und Interpolation findet man den Wert 0,215.
Endlich findet man als vierte Wurzel
x=11.07
A?g=0.445.

Dieser Wert ist wieder zu groB; nochmalige Berechnung mit 22==0.42 und Interpolation
ergibt 0,408, was sehr genau ist.

0~4 -3 -2 -1 o 1 2 . 3 4 5 6 7 . 8 s 10 1 . s -2 P 5 ° P 2 3 % 5
m. Q T~ 7 2 ‘_3_‘/__/ o 7 /‘
N B B, |12
100 177 = ] / 100 ==
200 §— 200 |- (
300 |—F 300 <
400 400
\
500 K 200
4 ~~_u
600 600
g 2 - »,
700 \ 700 ==
LT
800 - 800 T
/<
900 900 <
1000 x 1000
1100 - \ : 1100 .
1200 1200 \
1300 3 1300 1
1400 L . 1400 .
Fig. 10. Fig. 11.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen ist

1
01: -—::267 Cmsek_l, 02:90 cmsek~1)
“1

c; =175 cmsek 1, c,=49 cmsek™.

Als Beispiel fiir die Durchfiihrung der numerischen Integration ist die Berechnung der
zweiten internen Welle in der nachstehenden Tabelle gegeben.

6. Methoden zur Entdeckung interner Wellen.

Es sei S irgend eine konservative Eigenschaft des Wassers z. B. Salzgehalt oder
Temperatur. DaB das Wasser diese Eigenschaft bei der Bewegung unveriindert beibehalt,
wird durch die folgende Gleichung ausgedriickt.

ds
FTa
oder
28 28 28
H"‘Ha—;—i—wE-—O.

' . ; . 28 .
Da die Anderung in horizontaler Richtung x als sehr klein vorausgesetzt werden soll,

konnen wir das zweite Glied weglassen. Setzen wir
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Tabelle II.
d @ w Lw Ly w & Log Lyk
1400 0,28 4 0000 -— 2184
290 — 1,6
1360 0,28 4 0290 — 220 — 220,0 — 14,5
70 — 16,1
1320 0,30 4 0360 — 287 — 286,1 17,1
— 167 1,0
1280 0,30 4 0193 — 284 —235,1 — 14,2
— 401 — 1372
1240 0,32 3 9792 — 249 — 248,3 — 133
— 650 — 26,5
1200 0,36 3 9142 — 276 — 274,8 3,2
— 926 — 23,3
1160 0,40 3 8216 — 208 — 2981 — 248
— 1224 -— 481
1120 0,48 3 6992 — 348 — 346,2 — 379
— 1572 — 82,0
1080 0,62 3 5420 — 431 — 4282 — 11,1
— 2003 — 931
1040 0,80 3 3417 — 522 — 521,3 24,1
— 92525 — 69,0
1000 0,98 3 0892 — 588 — 590,3 — 23,2
— 8113 — 922
960 1,26 .2 7779 — 684 — 682,5 54,5
— 8797 — 37,7
920 1,54 2 3982 — 716 — 720,2 66,9
— 4513 29,2
880 1,82 1 9469 — 685 — 691,0 71,8
-— 5198 101,0
840 2,12 1 4271 — 584 - 590,0 114,9
— 5782 215,9
800 2,26 8489 — 865 — 874,1 55,9
— 6174 271,8
760 2,24 23492 - 98 —102,3 — 21
— 6245 269,7
720 2,20 — 3903 167 167,4 — 14,8
— 6078 254,9
680 2,17 — 9981 421 422.3 — 24,6
) — H65H7 230,3
640 2,14 — 1 5638 651 652,6 — 295
— 5006 200.8
600 2,12 — 2 0644 851 853,4 — 87,0
— 4155 113,8
560 2,08 — 2 4799 960 967,2 — 107,4
— 3195 6,4
520 1,76 — 2 7994 952 960,8 -—124,0
— 9243 —-117,6
480 1,43 — 3 0237 833 843,2 — 221
— 1410 —139,7
440 1,14 — 3 1647 702 703,5 29,3
— 708 —110,4
400 0,94 — 3 2855 596 593,1 55,4
— 112 — 55,0 )
360 0,85 — 3 2467 543 538,1 22,9
431 ) — 82,1
320 0,81 — 3 2036 508 506,0 11,2
939 — 20,0
280 0,80 -~ 38 1097 486 485,1 39,2
1425 18,3
240 0,87 — 2 9672 507 503,4 57,1
1932 75,4
200 1,07 — 2 7740 584 578,8
2516
160 1,48 — 2 5224
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d @ w Lw Lew & Ay Dok
280 0,80 — 8 1097 121,83
652 0,4
260 0,82 — 8 0445 121 121,7 3,7
778 41
240 0,87 — 2 9672 126 125,8 8,4
899 7,5
220 0,95 — 2 8778 184 134,3 8,9
1083 11,4
200 1,07 — 2 7740 145 144,7 4.5
1178 15,9
180 1,24 — 2 6562 161 160,6 5,5
1339 21,4
160 1,48 — 2 5223 182 182,0 16,2
1521 87,6
140 1,90 — 2 3702 221 219,5
1742
120 2,70 — 2 1960
180 1,24 — 2 6562 39,9
649 2,6 _
170 1,85 - —2 5913 41 424 0,4
690 2,9
160 1,48 — 2 5223 45 45,3 — 07
735 2,2
150 1,60 — 2 4488 47 47,6 5,9
782 71
140 1,90 — 2 8706 55 54,5 — 0,6
837 7,8
130 2,25 — 2 2869 62 62,4 1,7
899 9,5
120 2,70 — 2 1970 72 71,9 11,5
971 21,0
110 3,65 — 2 0999 94 92,9 38,4
1065 59,4
100 6,30 — 1 9934 156 152,3 6,1
1221 65,5
90 9,60 — 1 8713 218 217,8 — 19,4
1439 46,1
80 12,60 —1 7274 263 268,9 — 36,2
1702 9,9
70 14,50 — 1 5572 271 273,8 — b4,5
1978 — 446
60 13,90 —1 8599 : 295 229,2 — 19,4
2198 — 64,0
50 11,95 — 1 1401 164 165,2 — 22,3
2362 — 86,3
40 7,20 —- 9039 77 78,9 50,2
2459 — 86,1
30 5,85 — 6600 47 42,8 8,3
2486 — 27,8
20 3,00 — 4114 16 15,0 16,7
2502 — 11,1
10 2,00 — 1612 5 3,9
2507
0 1,80 895
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S=8,(z + S, (x,2,1)

und
ac

dt

erhalten wir
ds,

dz’

Sy

as,’
dz

S, = —{——

C:__

Die Vertikalverschiebung der Wasserpartikel { kann demnach durch Beobachtung irgend
einer konservativen BEigenschaft der Wassermassen festgestellt werden. Fortgesetzte Be-
obachtungen z. B. jede Stunde geben uns die Mittel um S, zu bestimmen, und dann die
Abweichungen S, von diesem Mittelwerte zu finden. Aus der Formel fiir { sieht man

ds,
auch, daB man am besten dort beobachten soll, wo sich TZQ leicht und sicher bestimmen 140t.

Aus den Beobachtungen findet man dann durch harmonische Analyse ein Resultat

von der Form
. {=Acosot+ Bsingt.

Die Geschwindigkeitskomponenten u und v miissen durch Strommessungen gefunden
werden. Die Strommessungen geben gewdhnlich als Resultat eine Geschwindigkeit und
deren Richtung. Bei der Analyse dekomponiert man gewdéhnlich die Geschwindigkeit in
ihre Nordkomponente und Ostkomponente. Es sei u die Ostkomponente und v die Nord-
komponente des Stromes; durch harmonische Analyse erhilt man dann das Resultat in

der Form
u=Mcosgt+ Nsinot,

v=Pcos ot+ Qsinct.

Aus diesen GréBen wiinschen wir die GrdBe und Orientierung der Stromellipse zu finden.
Um diese Rechnung auszufithren, denken wir uns u und v in zwei zirkuldre Komponenten
mit entgegensetzter Drehung aufgeldost. Wir setzen demnach

u=Ccos(gt—a) + Dcos(ct—2),

p=Csin (6t— a)— Dsin (¢t—pf).
Es muB dann

M+ 0 M—Q
Ccosa= 5 cosf = —— 5
—_— _l_

Osina:N—Q—f Dsinf = __é_f

sein. Aus diesen Gleichungen erhalten wir
N—P N+ P

2

C:%\/(M-l— Q'+ (I — P72, D:%V(M— Q°+ (N + P?.

Es ist nun
View?+0’=0*+D*4+2CDcos (2ot—a—f).

av
Es ist darum E?:O fir 26t—a—_§ =20, oder
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oder
r:ot:a+‘6,

2

Die Richtung des Stromes in diesem Augenblicke ist bestimmt durch

D - a
wr=(;) —uhy
ot=z

oder

Vlnax:C+D, Vmin:C——D.
7 gibt die Zeit an, wenn der Strom in der Richtung der groBen Achse lduft, und y gibt
den Winkel an, den die groBe Achse der Stromellipse mit der Ostrichtung bildet. Die
Drehung des Stromes ist negativ oder cum sole, wenn C< D ist. Durch die Einwirkung
der Erdrotation findet man auf der nordlichen Halbkugel beinahe immer negative Rotation.
Wenn wir die Fortpflanzungsrichtung der Gezeitenwelle bestimmt haben, konnen
wir die x-Achse unseres Koordinatensystems in dieser Richtung orientieren. Es wird dann

u=(C+ D)cos (ct—7),
v=(C—D)sin (ct—1).

Angenommen, wir haben u und { als Funktionen von z bestimmt, dann konnen
wir versuchen, die Amplituden der verschiedenen internen Wellen zu bestimmen. Es sei

{=Acosot+ Bsinot,

und
u=Fcosot+ Gsinct.
Wir setzen
A=2Zanln(2)
und
dn
F=23f PR

Nun ist ¢n eine Losung der Differentialgleichung

dazt
dz; + 22g@ln=0,
wir erhalten darum
h h h R h
2 . d2Cn . d{n d{m d{n _ d{m dln
lngjwchde* J‘Zmﬁdzﬁ_é_m-a? J. dz dzd *J. J7 dz dz.
0 0 0 0 0

In derselben Weise erhalten wir
h h
2 . dlm d{n
Amg jmcnfmdz—J 2z dz dz.
0 0
Subtraktion ergibt

h
u%l—zil)gjqozncmdz: 0
0

und somif

h h

. dim dln ,
j(;oCnCde~0, jdz P dz=0.
0 - 0
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Es sei

h
[pe2az=an,
[

h
di,\ .
E; dZ:l“g(Zn.

0

dann haben wir

Mit Hilfe dieser Orthogonalititseigenschaften konnen wir die Koeffizienten an und fn
bestimmen.

Wir finden
h
1
an— — (pACn(Z)dZ
an
0
und
h
1 d
fe: P) _jF Cndz.
lngan dz
0

Diese Koeffizienten sind nicht von einander unabhiingig. Das Verhiltnis zwischen
ihnen richtet sich nach dem Typus der internen Wellen. Wenn die Wellen vom Xel-
vinschen Typus sind, haben wir

T YAz In dz
Es mulBl demnach
an
Zn’—fn
oder
h h
_ 1 [din
J‘quzndZﬁlngJF Ts dz
0 0

sein. Entsprechendes gilt von den Koeffizienten B und G.

Die neueren ozeanographischen Untersuchungen zeigen, daB das Auftreten von
internen Gezeitenwellen keine Ausnahmenfiille vorstellen, vielmehr diirften sie als Regel
betrachtet werden. Dadurch wird es verstindlich, daB die Anderung der Geschwindigkeit
mit der Tiefe sehr verwickelt sein kann. Es ist ja auch nicht ausgeschlossen, da mehrere
interne Wellen, die auch verschiedene Fortpflanzungsrichtungen haben konnen, gleichzeitig
auftreten. Die Untersuchung dieser Fragen befindet sich noch im ersten Anfangsstadium.
Zwar bietet sie groBe Schwierigkeiten, diirfte aber sehr wichtige Resultate verheiBen.
Ich hoffe auf diese Fragen zuriickkommen zu koOnnen, moglicherweise, wenn geeignete
Beobachtungen vorliegen.

Ein groBer Teil der vorliegenden Arbeit ist wihrend eines Aufenthaltes in Lund,
Schweden, entstanden. Ich hatte somit Gelegenheit mit Professor Dr. V. Walfrid Ekman
anregende Uberlegungen anzustellen, und es sei mir an dieser Stelle erlaubt, ihm herzlich
fiir die Forderung, die meine Arbeit dadurch erfahren hat, zu danken.

Auch dem Direktor des geophysikalischen Institutes in Bergen, Herrn Professor
Dr. B. Helland-Hansen, mdchte ich bei dieser Gelegenheit meinen besten Dank aus-
sprechen, weil er es mir ermoéglicht hat, mich mit diesen Fragen zu beschiftigen.
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