WARMELEITUNG IM MEERE

VON JONAS EKMAN FJELDSTAD
(Eingeliefert am 20. Mai 1933).

1. Einleitung.

Die vorliegende Arbeit ist zum Teil schon im Jahre 1929 entstanden. Die Be-
rechnungen konnten jedoch damals nicht verdffentlicht werden, weil das Material, auf
dem die Berechnungen beruhen, noch nicht fiir die Verdffentlichung fertig war.

In seiner Abhandlung: Physical Oceanography and Meteorology. Report on the
Scientific Results of the »Michael Sars<« North Atlant. Deep-Sea Expd. 1910. Printed
1930, Bergen, hat Professor Helland-Hansen den Temperaturgang im Laufe des
Jahres in drei Gebieten des Nordatlantischen Ozeans untersucht. Seine Temperaturkurven
fiir das Biscaya-Gebiet hat er mir zu mathematischer Behandlung iiberlassen. Eine Losung
der entsprechenden Wirmeleitungsaufgabe habe ich dann fir einen Spezialfall gegeben !,

Einige vorliufige Ergebnisse meiner Berechnungen hat Helland-Hansen in seiner
Abhandlung mitgeteilt.

Die Wirmezufuhr im Meere geschieht wesentlich durch die direkte Sonnenstrahlung
und diffuse Himmelsstrahlung; nur ein sehr kleiner Teil kommt durch die direkte Be-
rilhrung zwischen Luft und Wasser. Die Abkihlung des Meereswassers findet durch
Ausstrahlung, Verdunstung und Konvektion statt. Diese Abkiihlung ist von dem Zustand
der Atmosphire abhingig (Wolkendecke, Luftfeuchtigkeit, Wind). Die Sonnenstrahlen
werden in den obersten Wasserschichten sehr stark absorbiert, nur die kurzwelligen
Strahlen vermdgen tiefer in das Wasser einzudringen. Die Intensitit dieser Strahlung ist
gering, so daB die resultierende Erwirmung nur unbedeutend wird. Die Warmezufuhr
durch Strahlung wird darum nur in einer diinnen Schicht an der Oberfliche von Bedeutung.

Durch die Wellenbewegung an der Oberfliche tritt dort eine lebhafte Mischung ein,
so daB die oberen 10 bis 20 Meter beinahe dieselbe Temperatur erhalten.

Die Temperatur dieser Oberflichenschicht ist nun durch die Wérmebilanz zwischen
Einstrablung, Ausstrahlung, Verdunstung, Wérmeleitung u. s. w. bestimmt. Der genauere
Zusammenhang ist doch bis jetzt wenig bekannt, und wir werden hier die beobachtete
Oberflichentemperatur als eine bekannte Funktion der Zeit ansehen. Diese Funktion ist
periodisch mit einer jahrlichen Periode.

Die molekulire Wirmeleitungsfahigkeit des Wassers ist so klein, daB wir davon
absehen konnen; an ihre Stelle tritt die turbulente Wéarmeleitungsfiahigkeit. Diese GroSe
ist bis jetzt nur unvollstindig bekannt. Verschiedene Versuche, diese GrofSe zu bestimmen,
liefern Werte von 3 bis 30 C. G. 8.2 .

Wir werden im folgenden eine Formel herleiten, mit deren Hilfe die vertikale
Anderung der Wirmeleitungsfihigkeit berechnet werden kann.

I >Warmeleitung mit verinderlicher Leitungsfahigkeit< (Avhandl. utgitt av det norske Videnskaps-
akademi i Oslo. 1929, . )
2 Mac Even: Ocean Temperatures, their Relation to Solar Radiation and Oceanic Circulation 1918.
A mathematical Theory etc. Bulletin of Scripps Inst. of Oceanogr. 1929.
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Wenn man an einer bestimmten Stelle des Meeres die Temperaturverteilung untersucht,
so findet man oft Werte, die nicht unmittelbar verglichen werden konnen, denn die
Temperatur ist nicht nur durch den vertikalen Wirmetransport bestimmt; sondern auch
durch horizontale Stromungen. Wenn die Temperatur nur durch vertikalen Wirmetrans-
port bestimmt wire, miifte die Temperatur in sehr groBen Tiefen ungefihr der Mittel-
temperatur der Oberfliche entsprechen. Genau gilt das nicht, wie wir weiter unten sehen
werden. Nun wissen wir aber, daB selbst am Aquator die Temperatur in grofien Tiefen
sehr niedrig ist, und es ist dann klar, daB das Wasser diese Temperatur nur in héheren
Breiten erhalten kann. '

In dem ndrdlichen Teile des Atlantischen Ozeans gehen die Strémungen iiberwiegend
gegen Norden, wihrend in groBeren Tiefen ein Wassertransport in der Richtung gegen
dem Aquator stattfindet.

Zwischen diesen Stromungen findet ein Austausch von Temperatur und Salzgehalt
statt. Im groBen und ganzen ist dies ein permanenter ProzeB, so daf} an einem bestimmten
Orte im Meere Temperatur und Salzgehalt konstante Werte erhalten. Dies gilt jedoch nur
in so groBen Tiefen, daB die Jahresschwankung ohne Bedeutung ist. Der Austausch von
Temperatur und Salzgehalt geschieht nach denselben Gesetzen, und man darf demunach
erwarten, dafl in einem bestimmten Stromsystem ein Zusammenhang zwischen Temperatur
und Salzgehalt gefunden werden kann, so daB zu einem bestimmten Salzgehalt auch eine
bestimmte Temperatur gehdrt. Helland-Hansen hat nun gefunden, daB dieser Zu-
sammenhang in dem groBten Teile des Nordatlantischen Ozeans derselbe ist. Durch eine
statistische Béhandlung von Temperatur- und Salzgehaltsbeobachtungen hat er eine starke
Korrelation gefunden. Trigt man zusammengehérige Werte von Temperatur und Salz-
gehalt in ein Koordinatensystem ein, so gruppieren sich die Punkte um eine Kurve, die
den »normalen«< Zusammenhang zwischen Temperatur und Salzgehalt gibt.

Bei der Konstruktion dieser Kurve wurde von Beobachtungen in der Nihe der
Oberfliche abgesehen. Wegen Sonnenstrahlung, Niederschlag und Verdunstung &dndert
sich dort im Laufe des Jahres Temperatur und Salzgehalt, so daB die entsprechenden
Punkte gewdhnlich nicht in die Nihe der »Normalkurve« fallen. Es ist jedoch moglich,
daB die jéhrlichen Mittelwerte ein normales Verhalten zeigen werden.

Es sei

d=f(s) .
die Gleichung der Normalkurve. Wir nehmen jetzt an, daB die Mittelwerte von Tempe-
ratur und Salzgehalt, die wir durch ¢ und § bezeichnen, diese Gleichung befriedigen
d=f(s).
Es seien nun ¢ und s zwei zusammengehérige Werte von Temperatur und Salzgehalt.

Es ist dann _
P—~0=9—[f(s).

19]1 :f(S) ’
die Temperatur, die dem Salzgehaltswerte s entspricht.
Wir haben dann

Weiter sei

- 2 - _ _
*=f(s)+ (ﬁ) (s—s), §=5+0(s—s), 001
B sS=g
und '
- - (d
S —B=D—B, 1 (s—3) (—f) .
dS )
R §=8
Die Differenz ¢ — ¢, nennen wir die Temperaturanomalie. Wir sehen jetzt, daB
die Temperaturanomalie anndhernd auch die Abweichung von der Mitteltemperatur gibt,

wenn die Jahresschwankung des Salzgehaltes hinreichend klein ist.
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Fig. 1. Der jahrliche Temperaturgang in verschiedene Tiefen im Biscaya-Gebiet. (Nach Helland-Hansen).
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Wir kénnen somit annihernde Werte von & — & bestimmen. Das besagt, wir konnen
den Temperaturzuwachs bestimmen, der von dem vertikalen Wirmetransport herrihrt.

Diese Methode ist nun von Helland-Hansen auf Beobachtungen aus ver-
schiedenen Teilen des Atlantischen Ozeans angewandt. Mit Hilfe seiner »Normalkurve«
konnte er die Abweichungen von der Mitteltemperatur bestimmen. Seine Temperatur-
kurven geben darum anndhernd die Jahresschwankungen in einem Meere, wo der ver-
tikale Wérmetransport fir die Temperatur maBgebend ist.

Seine Temperaturkurven fiir das Biscaya-Gebiet sollen hier nidher betrachtet werden.
Die ganze Temperaturschwankung an der Oberfiiche betrigt 7,8°. Dieser Wert ist in
sehr guter Ubereinstimmung mit den Werten, die durch statistische Behandlung von
Oberflichentemperaturen gefunden sind. Man kann wohl diese Tatsache als ein Kriterium
fir die Anwendbarkeit der Methode ansehen.

2. Warmeleitungsproblem.

Wir legen die z-Achse mit positiver Richtung nach unten, und bezeichnen die Tem-
peratur in der Tiefe z durch u(z, f), weiter sei p die Dichte, ¢ die spezifische Wirme
des Wassers, und pecf(z, f) die durch Strahlung entwickelte Wirmemenge in der Tiefe z.
Wenn u die turbulente Wérmeleitungsfihigkeit ist, gilt die Gleichung

u ] u
905—5@5) +ocflz, . (1
Wir setzen
r_,
oc

und nennen # die turbulente Temperaturleitupgsféihigkeit.
Unsere Aufgabe ist nun: Gesucht ist ein Integral der Gleichung

su__ 3 ( au ,
= as(n )t 1)

das periodisch sein soll:
u(z, t+7T)=u(z,?.

Dabei ist f(z, ©) auch eine periodische Funktion der Zeit.
ez, t+D)=f(z, 1),
An der Oberfliche z=0 soll u als Funktion der Zeit gegeben sein
u=k(t), z=0.

Wihrend in der Tiefe z=h der Temperatur den konstanten Wert v beigelegt werden
soll. k(f) ist natirlich auch eine periodische Funktion der Zeit £

Wir werden hier die Ldsung in mdglichst elementarer Weise entwickeln, und teilen
darum unsere Aufgabe in drei Teile. Wir setzen

u=ty,+u +1u,. 2)
Dabei gentigt u, der Gleichung
3 ( duy\
az(" az)_o ®
mit den Grenzbedingungen
u,=0, z=0 4)

u,=v, z=Ah.

u, ist ein Integral der‘homogehen Wirmeleitungsgleichung
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ou, 2 ou,
— v 5
ot az(’7 az)’ ®)
und geniigt den ‘Grenzbedingungen
u =k, z=0 ©)
) u, =0, z=h,
wihrend u, ein Integral der Gleichung
ou, ° U,
% _ 2 2 7
at az(ﬁ az> e @
ist, mit den Grenzbedingungen
: u,=0, z=0
2 ? 8
u,=0, z=h. ®
Die Bestimmung von u, ist nun einfach, man sieht ohne weiteres ein, daB
z - .
J'ds
0 ns
U= 9)
J’ds
s
0 n

das gesuchte Integral ist.
Wir wenden uns jetzt an die Bestimmung von u,. Da das Integral periodisch sein
soll, kénnen wir den folgenden Ansatz machen

oot
U, = Ean elnot, ' ' (10)
2n . )
Wo ¢ = T gesetzt wird.
Wir setzen weiter
. +ow ‘
flz, H= an(z) elnot (11)
Es ist dann
T
) 1 .
fa (z)‘7jf(z, f) e~ ot gy, (12)

0

Wir wollen annehmen, dal diese Entwicklung mdglich ist. Die Differentialgleichung ist
befriedigt. wenn die Koeffizienten folgende Gleichung befriedigen
d dan .
Sl PPl LS N = . 13
dz(n dz) inoap fn(z) (13)

Dies ist eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, und wir suchen davon
ein Integral mit den Grenzbedingungen

an:O, z=0

14
an:O, z=nh. ( )

Es seien jetzt w, (z) und w,(z) zwei Integrale der homogenen Gleichung
’ d ( dw
Ui

el D B — : 15
T2 dz) incw=0, (15)
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wir kénnen z. B. die Integrale wihlen, die fiir z=0 die Bedingungen befriedigen

w, =1, w,=0,
dw, d w, —1 (16)
"z T gz T
Es gilt dann die Identitit
d w, dw,
= — W, =1. 17
Wy =T W (17

Um das gesuchte Integral zu finden, benutzen wir die Methode der Variation der Kon-
stanten, und setzen

an=0C, w,+C,w, . (18)
Differentiation ergibt
dan ., dw, d w, dc; dC,
dz =G dz TG dz Wraz Ty
wir unterwerfen C, und C, der Bedingung
dc, dC,

2 - =0. 19
gz + dz 0 (19)

Dann finden wir weiter

d( dan)_o d(ndw1)+0 d( dw2)+ dwld_C'l+ dwg.dCQ.

az\"dz) dz\"dz *qz\""dz ) " "dz daz " "dz dz
Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir

dw, dC, dw,dC,

= — . 20
K dz dz " dz dz fu(2) (20)
. . . . de; ac, e .
Diese Gleichung zusammen mit (19) bestimmt nun iz undd—z‘. Multiplizieren wir (20)
und (19) der Reihe nach mit —w, und y dduzjg, so erhalten wir
dl, | dw dw
oder mit Riicksicht auf die Identitdt (17)
dc;
o I (2) w, (2).
Ahnlich finden wir
dc,
dZ‘ :'—'fl‘l (Z) w1 (Z) .

Integration ergibt jetzt

01=_an<s> w, (5) ds+ o,
0

z
C,= —jfn(s) w, (s)ds+c,
0
und somif

an= an (s) [w, (z) w, (s) — w, () w, (s)] ds+ cy W, (z)+ ¢, w, (2). (21)
0
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Die zwei Integrationskonstanten ¢, und ¢, konnen wir bestimmen, indem wir verlangen,
daB an fir z=0 und fir z=h verschwinden soll. Wir finden ¢,=0 und

ds

h
_ w, (s) w, (h) — w, (s) w, (h)
+ J fnr(S) o, ()
0

Fiir ap erhalten wir dann

J Fa(8) [, (2) 1y (5) — w, (5) w, (2)] ds
0
h

(22)

—I—J’f ,(h) [w, (s) w, (h) — w, (s)w, (W] ds.

Dies ist nun die gesuchte Ldsung.

Wir kénnen jedoch die Formel ein wenig umgestalten, indem wir das letzte Integral
in zwei Teile zerlegen, von 0 bis z und von z bis h. Das Integral von 0 bis z ver-
einigen wir mit dem ersten Integrale, und erhalten dann

z wO (s)
[fn (s) w, &) (w, (2) w, () — w, (z) w, (R)] ds
0
h (23)
+ J 12 22 1y (5) w, (1) — w, (5) w, ()] ds
w, (h)
Wenn wir jetzt noch eine Funktion I, (z, s) durch folgende Formeln definieren
Iae, 9= 3 5 [, 2, () — w, 2) w, 1) |
fiir s <z, und (24)
aes)= 222 (9w, (1) — w, (9) w, (1)
w2 (h) 1 2 2 1
fiir s>z, so kdnnen wir an in folgender Form schreiben
h
an= JFH (z, 8) fa(s)ds. (25)

0

I'n hingt noch von n ab und wir haben darum den Index n zugefiigt um an diese
Abhéngigkeit zu erinnern.
Setzen wir diesen Wert fiir a, in die Reihe ein, so erhalten wir

h
:st S Iy (z, 8) fa(s) elttot, (26)
0

I’y (z, 5) ist, wie man leicht erkennt, eine Greensche Funktion und geniigt den Bedingungen

d{ dr
il UV B — 0
ds(n ds) inol™
I'=0, s=0; I'=0, s=h, (27)
ar oI’
15| sy =t
98 [, 98 240

7.
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I" ist eine stetige Funktion der beiden Verinderlichen s und z und ist {iiberdies

symmetrisch.
Es ist
] w, 2w, (h) — w,(z2)w, (h)
) —r) - : : ~8a(2), (28)
( 38 Jog w, (h)
und diese Funktion ist ein Integral der Differentialgleichung
d [/ dP
— (=) —ine®=0 29
dz(’7 dz) o (29)
und befriedigt den Grenzbedingungen
=1, z=0
&=0, z=h. (30)

Diese Funktion wird uns bei der Aufstellung der Losung fir u, das Gesuchte geben.
Um die Losung fir u, zu finden, setzen wir

_ k(=2 kyeinct (31)
und '
w, =2 bp(z) e 27l (32)
Es muB dann
d dbn . _
E(W -E)—Inobn—o | (33)

und -
bn=kn fir z=0

34
bp=0 fir z=h (34)
sein. Wir setzen darum .
bn=kn®Pn (Z) ’
und erhalten demnach . _
u, =2 kn®n(z) e’ oL, (85)
Fir z=0 erhalten wir dann
lezkneiHGt:k(t)
und fir z=nh
u,=0.
Die Losung unserer Wirmeleitungsaufgabe lautet jetzt
+o .
u=u,+ 21{,,(1)(2)6’““
(86)

h
+ oo
+ stan(s)Fn(z,s) efnot,
0 -— 0

3. Numerische Berechnung der Losung.

Um die Ldsung wirklich berechnen zu konnen, gilt es, die Funktionen @, und Iy
zu finden. &, ist eine Losung der Differentialgleichung (29).

do
%(7} E) — inod=0
mit den Grenzbedingungen (30)
@n¥1, z=0 @p=0, z=h.
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Wir werden hier speziell den Fall h=c niher betrachten. Fiir sehr groBe Werte von
z hat man gewdhnlich n=Kkonst. Es sei nun z=h, ein Wert von z so groB3, dal man
mit einem konstanten Wert von 5 rechnen kann. Wir haben dann die Lisung

b—e~ @(Hi) z » 37

Dies muB also eine asymptotische Formel fiir die Funktion &, sein, und es gilt dann
fir z> h, -
do Vno )
—=—)y—Q0-+0). 8
17 217( +1) (38)
Wir fiihren pun eine neue Veridnderliche ein, statt z durch die Formel
xX=h,—z

<

und teilen das Integrationsintervall von x=0 bis x=nh, in gleiche Teile von der GriBe
Ax, ferner sei

Xm=mAdx .
Wir setzen jetzt =
dd
2= = 39
i (39)
W inoe (40)
dx
und erhalten dann fiir ¢ die Differentialgleichung
“d*w  .no
=] — 41
d x* ,1 n v (1)
Diese Gleichung ist fiir numerische Integration besonders geeignet. Setzen wir -
"#(-X'm):’l/)m
und filthren wir die folgenden Differenzbezeichnungen ein,
Wm+1_1/)m:A1Pu1, AWm+1_A1/Jm:A2me (42)
d* a_ .
7 L (dx)*=¢, (43)
x
- konnen wir die folgende einfache Integrationsformel anwenden
2 ’ 1 2
Aym_1=Em+ E-Adfm—-Z' : (44)

Die Anwendung dieser Formel setzt voraus, daB man die ersten Werte schon kennt.
Den Wert von v, konnen wir beliebig wihlen, z. B. y,=1. v, konnen wir dann mit
Hilfe der asymptotischen Formel berechnen

no . .
=T a0 (45)

Mit diesen Anfangswerten kOnnen wir dann die Integraionen ausfiihren, und nachher
erhilt man @ durch eine Quadratur. Es ist

- (46)

oder

X
1 7d 1 (&
d):.—<—w)+. J‘dwdx. (47)
0
0
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Mit Hilfe der Simpsonschen Formel findet man

@m+1:¢m—1+ [§m+1+45m+§m—1] . (48)

3incdx

Um der Bedingung
d=1, x=h,

zu gentigen, braucht man nur die berechneten Werte durch @ (h,) zu dividieren.

Bei der praktischen Ausfilhrung der Berechnung muB man natiirlich den Realteil
und den Imagindrteil besonders berechnen, und hat dann zwei simultane Differential-
gleiohungen zu integrieren. Die entsprechenden Integrationsformeln erhilt man, indem
man die obigen Formeln in ihre Realteile und Imaginirteile zerlegt.

Weiter gilt es nun, die Funktion I,(z,s) zu berechnen. Wir haben fiir diese Funk-
tion die folgenden Formeln gefunden

w, (8)
w, (h)

W, ()
w, (h)

I'(z,8)=

[w, (2) wy (h) — w, (2) w, (B)], s <z

[w1 (s) w, (h) — w, (s) w, ], s>z

dabei sind w,; und w, Integrale der Differentialgleichung
a(,dw —Iinow=0
dz 7 dz o

mit den Anfangsbedingungen

dw, —0 d w,

= =1 fiir z=0.
U X Ry 1 fir z=0

Wenn h=o0 ist, milssen wir w, (©)=0 setzen anstatt

dw,

=0, z=0
n dz y 2

w, (z) ist somit mit unserer Funktion @,(z) identisch. Die Formel fiir I (z,s) wird jetzt

I'n(z,8)=Pp(2) w,(s), s <z

(49)
=0 (s) w, (2), s> z.

Um w, zu berechnen, setzen wir, wie frither

d w, d

ing
Uiy =w (2},

2
W
= —o.
dz’ 7

Die Integration geschieht jetzt nach der frither gegebenen Integrationsformel, nur daB
die Anfangswerte nicht in derselben Weise berechnet werden konnen. Es ist jetzt

dw d® w inc
wofl, (E;)o =0, (dzg)o;—n

wy=w,+ o'y (4x)+ " %

und

3
+ ", (4 éc) '

Wir wihlen zuerst Ax so klein, da8 die drei ersten Glieder geniigen und haben dann

" ino

w1:1+ W(Axﬁ
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Wenn die Integration mit diesen Anfangswerten einige Schritte gemacht hat, konnen
wir das Intervall verdoppeln und so mit der Integration fortfahren. Die Berechnung von
h

JFH (z,8) fn(s)ds
0 .

wird dann mit Hilfe von Simpsons Formel ausgefiihrt. Zwar ist das Integrationsintervall
unendlich, aber die Funktion fn(s) nimmt mit s sehr rasch ab, so daB man nur bis zu
einem verhiltnismiBig kleinen Werte zu integrieren braucht.
Es kann bemerkt werden, daB die obige Integrationsformel und die Simpsonsche
Formel genau denselben Genanigkeitsgrad besitzen. Der Fehler ist mit (4 x)® proportional.
Um die reelle Form der Losung zu erhalten, setzen wir

2k, =an—1ibn, 2fn(s) =cn(s)——idn(s)
On(2)=@n(z) —iyn(z), I'n(z,8)=Gxn(z,8) —iHn(z,s).

Fassen wir dann die Glieder fiir n und —n zusammen, so erhalten wir

u:u0+ %"}" E (an(pn—ban) CO0s n0t+(anwll+bn(pn) Sin not

m=1

h " (50)
-|- jds{%l“o(z,s)-i- Z(ann—dan) cos nott(cnHp+dnGn) sin notj.

0 m= '

1

mit z
jﬁ
"bn(s
110:1)-11——
’ jds
17 (s)
0
und
s h
Iz, 8)=g¢ ﬁjds s<z
n(s)Jn(s)
z
R h

Sehen wir von dem letzten Gliede ab, das gewdhnlich nur klein ist, so haben wir
die Ldsung
: o, | .
u=u,+ 3 + z(angvn——bnwn) cos not+ (anyn+ bnen) sin not. (51)
Die GrodBen
(an(Pn_ bn Wn) y Qn (pn+ bnon

sind die Fourier-Koeffizienten fiir die Temperaturkurve in der Tiefe z. Wenn diese
Temperaturkurve bekannt ist, so 1dBt sich der Temperaturleitungskoeffizient bestimmen.
Es ist nimlich k,®, eine Losung der Differentialgleichung

d/ do . - «
d—z(ﬁa;)—ln(ﬂpo. (52)
Setzt man hier °

kn®n(z)=Rpe~ n ' (63)
erhilt man : - )
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d an dén 2__
dz(77 dz) Rnn(d'z) =0

d don\ |, dRpddn , ..
olz(’7 n dz) TGy ap THoER=0.

(54)

Nach Multiplikation mit Rp 148t sich die letzte Gleichung in folgender Form schreiben

d ds ‘ : ' -
E@Ri dz”) +noR2=0 . “(55)

Wir integrieren diese Gleichung zwischen z und h und erhalten dann

oder

' h

ye= 210 fRidz. | (56)
2 d (Sn ' .

By dz ?

Die Anwendung dieser Formel ist nun einfach, R, ist die Amplitude der n-ten
Temperaturwelle und J, die Phasenverschiebung mit der Tiefe. Wenn diese GroBen fir
eine hinreichende Anzahl Tiefen bekannt sind, zeichnet man eine Kurve fiir ‘R, und be-
stimmt daraus Werte von R durch graphische Interpolation, z. B. fiir jede 10 m Tiefe,
und berechnet das Integral

h
JRidz
A

mit Hilfe von Simpsons Formel. Dann zeichnet man eine Kurve fiir  und bestimmt

gg durch graphische oder numerische Differentiation. "Theoretisch gibt dann jedes Paar

von Fourier-Koeffizienten eine unabhingige Bestimmung von 7. Die vorliegenden Kurven
sind jedoch zu unsicher, um eine solche Bestimmung fiir andere als die ersten zu erlauben.

Wir konnen in unserem'Falle annehmen, daB die Jahresschwankung in 200 m bei-
nahe verschwunden ist. Aus den Temperaturkurven fiir 0, 25, 50 und 100 m finden wir
z R, d,

0 3878 2251°
25 3,24 2352"
50, 1,24 254,7°
100 0,23 2893° )
Es zeigt sich hier, daB ¢ sehr regelmiiBig mit der Tiefe wichst, so daB die Be-
stimmung von g keine Schwierigkeiten macht. Abb. 2 gibt die entsprechenden Kurven .

wieder. Mit diesen Zahlen berechnet man die folgenden Werte von Yy -

z 0 20 40 60 80 100
7, 16,4 3,6 1,8 2,4 3,2 3,8.
Man findet so einen verhaltnismiBig groBen Wert an der Oberfliche, dieser fillt

aber schnell auf ein Minimum in der Nidhe von 40 m und steigt dann etwas, um den
Wert 3,8 in den tieferen Schichten anzunehmen.



60°

50°
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Fig. 2.
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Man kann jetzt versuchen, mit Hilfe der gefundenen Zahlen den Temperaturgang
z. B.in 50 m zu berechnen. Anstatt die Koeffizienten durch die Fourierschen Integrale
T

T
2
an= Tjk(t) cos notdt, bp= %Jk(t) sin notdt,
0 0
zu berechnen, ist es vorteilhaft, folgende Berechnungsmethode zu benutzen. Teilt man das

Jahr in 24 Teile, so hat man '
23 23

1 . 1 . .
an= T -20 kicos 15ni, bp= E;O:kl sin 15ni.
1= -

Die Fourierkoeffizienten bestimmt man demnach durch gewéhnliche harmonische Analyse.

Die berechnete Temperaturkurve sieht man in Abb. 3, A. Ein Vergleich mit der
beobachteten Temperaturkurve ergibt gewisse Unstimmigkeiten; so zeigt sich, daB die
Temperatursteigerung zu spit anfingt; auch zeigt die Kurve keine Spur von der aus-
gesprochenen Asymmetrie des beobachteten Temperaturgangs. Es eriibrigt noch, diese
Verschiedenheit zu erkléren.

4. Wirmeleitung mit veranderlichem
Wirmeleitungskoeffizient.

Es ist klar, daB die Stabilitdt der Wassermassen im Laufe des Jahres verinderlich
ist, und man muB demnach erwarten, daB der Temperaturleitungskoeffizient mit der Zeit
verdnderlich ist. Wahrscheinlich héngt diese Veréinderlichkeit noch von der Tiefe ab,
wir konnen jedoch einige der wichtigsten Eigenschaften der verfinderlichen Temperatur-
leitung finden, auch wenn wir der Einfachheit-halber annehmen, daB die jdhrliche Schwankung
in allen Tiefen dieselbe ist. Wir setzen darum fiir # einen Ausdruck von der Form

v (D)7 (2), (57)
wo »(f) eine periodische Funktion ist. Die Wirmeleitungsgleichung nimmt dann die Form

ou 2 Ju .
Ezv(t)é—z(ﬁ 3_Z> +f(Z, t). (58)

Um diese Gleichung zu integrieren, fiihren wir eine neue Verdnderliche anstatt ¢ ein.
Wir setzen

tlzj.v(t)dt. (59)

Der Zeitfaktor kann dabei so gewihlt werden, daB
T

J‘v(t)dt:1 ist.
0

Die Wirmeleitungsgleichung wird jetzt

du 3 3u\ | flz, 0
o, az(naz) TR 00
ot . .
Es werden dann k(¢) und f%_z(g) Funktionen von ¢ sein und zwar periodische Funktionen

mit derselben Periode T. Die Integration geschieht jetzt genau wie frither. Wir setzen
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k(t)sznei""fx (61)
und

(Z t) 1 no

B = e (62)

Die Koeffizienten bestimmt man dann durch die Integrale

S)—h

:—J‘k(t)e—“”’ t,

0

T( )

1 fzt o-ino

fn= ij v () hdt,.
0

Als erstes Beispiel habe ich
=14y cos (ct—10) (63)
gewahlt. Es wird dann
ot,=ct—{_+y sin (ct—0)
oder :
ot,=t+y sin . (64)
Um die Fourier-Koeffizienten zu berechnen, kionnen wir dann folgendermaBien ver-
fahren. Wir losen die letzte Gleichung nach z auf. Diese Gleichung erinnert an die
Keplersche Gleichung und besitzt die Aufldsung

t=at +2 (— ‘7“( Inlny) sin not,, (65)

wo Jn die Besselsche Funktion der n-ten Ordnung ist.

Fiir groBere Werte von y etwa y>0.5 konvergiert jedoch die Reihe so langsam,
daB es vorteilhafter ist, die Gleichung durch ‘direktes Probieren aufzuldsen. Schreibt man
sie etwa in der Form '

1=0¢t, —y sin ,
kann man durch fortschreitende Néherungén recht schnell an das Ziel kommen. Man
findet so die Werte von 7, die 6£,=0, 15° 80° - - - entsprechen. Fiir die entsprechenden
Werte von f findet man k(f) aus der Temperaturkﬁrve, und man hat dann
23

1 .
an =75 E}kj cos 15jn
103
bn = 5 ZJI{J sin 15jn
y=0 .
21{11 ’ln_I bn
wie friher.
Ich habe nun fiir y=0,6 mehrere Beispiele durchgerechnet
1) y=1+0,6 cos (cf—30°).
" Wir finden in diesem Falle
z 0 25 50 100
R 2,80 2,38 1,21 0,38

s  189,4°  201,6° 2181°  363,8°
Mit diesen Werten findet man

z 0 20 40 60 80 100
12 48 3,0 2,50 2,32 2,24
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Diese Werte geben auch an der Oberfliche einen verhiltnismiBig groBen Wert
fiir . Ich habe nun eine Temperaturkurve fiir 50 m berechnet. Diese zeigt sich schief,
aber die Temperatursteigerung kommt zu spit. Aus der Form der Kurve sieht man
jedoch, dafl die Verinderlichkeit der Temperaturleitungsfidhigkeit im Laufe des Jahres die
Asymmetrie der Kurve sehr wohl erkliren kann. Mit demselben Werte von y habe ich
andere Beispiele berechnet, wobei fiir den Phasenwinkel die Werte {=43", 53° und 67°
gewdhlt wurde. Zwei von diesen Temperaturkurven sind in Abb. 3, B, und C wieder-
gegeben. Aus diesen Kurven sieht man, dal der Wirmeleitungskoeffizient noch zu friih
abnimmt, und deméntsprechend setzt. die Temperatursteigerung zu spit ein. Ich habe
darum noch ein Beispiel berechnet, wo die Jahresschwankung der Warmeleitungsfihigkeit
nicht durch ein einfaches Kosinus-Gesetz gegeben ist. Bei der Betrachtung der Kurven
versteht man, daB der Wéirmeleitungskoeffizient im ganzen Winter ziemlich groB ist, er
halt sich dann ungefdhr auf demselben Wert bis Mitte Juni; dann fdllt er schnell auf
einen kleineren Wert, um am Ende des Jahres wieder anzusteigen.

Ich habe nun die folgende Zeitabhingigkeit versucht

y=2,(1+0.7 cos [ot—(—0.7 sin (6t—17)]
mif =67 °.
Der Sinus im Argumente bewirkt, daB die Kosinus-Kurve deformiert wird, so daB
das Maximum lang und flach, das Minimum dagegen mehr zusammengedriickt wird.
Wir setzen wie frither
t

L=y | A +ycos[ot—C—p sin (ct—{)]dt,

o
Z‘(]
#

es ist dann
T
T=v, | (1+y cos [ot—(—p sin (ct—{)]dt

o

t

0
==y, | T+ }—(;Jl (Q))

oder
ol 2n

TSIty T @ 2474, ()

Da t, nicht in endlicher Form ausgedriickt werden kann, miissen wir das Integral
numerisch auswerten. Wir berechnen ot, fiir 6f— (=0, 15°, 30° ... 345°. Mit 6ft—¢
als Abscisse zeichnen wir dann eine Kurve fiir ¢f,, und umgekehrt kénnen wir aus dieser
Kurve die Werte von ¢ bestimmen, die 6#,=0°, 15°, 80°- .. entsprechen.

Fiir diese Werte von ¢ bestimmen wir k(f) aus der Temperaturkurve. Die Fourier-
Koeffizienten bestimmen wir nachher durch harmonische Analyse. Ich habe y==9=0.7
gewdhlt. Die entsprechende Kurve zeigt Abb. 3, D.

Diese Kurve zeigt groBie Ahnlichkeit mit der beobachteten. Nach dem Minimum
im Frithling steigt die Temperatur verhdltnisméBig rasch an; dann aber steigt die Tem-
peraturkurve nur langsam weiter um zuletzt am Ende des Jahres schnell zu fallen. Die
‘Eigentiimlichkeiten der beobachteten Temperaturkurve kann demnach wenigstens qualitativ
gut erklirt werden. Eine genauere Ubereinstimmung zu suchen wire verfehlt, denn die
Beobachtungen im Herbst und Winter sind ja noch recht spérlich, so daB die Temperatur-
kurve fiir diesen Zeitraum recht unsicher ist. ,

Unsere Untersuchungen zeigen, daB die Wirmeleitung durch Turbulenz sehr stark
von der Stabilitit abhingt. Die Wirmeleitungsfihigkeit &ndert sich im Laufe des Jahres
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innerhalb recht weiter Grenzen. Auch mit der Tiefe ist die Anderung groB. Der Wert
steigt aber nicht iiber etwa 20 Einheiten (C. G. S.).

Ich habe frither nach einer sehr #hnlichen Methode den Reibungskoeffizienten be-
stimmt in einem Falle, wo ein stationirer Windstrom vorlag. Dieser zeigte sich auch von
der Tiefe abhingig, hatte jedoch an der Oberfliche den Wert 385 C. G. 8. Dies deutet
daraof hin, daB Wirmeleitungskoeffizient und Reibungskoeffizient sehr verschieden sein
konnen. Die meisten Untersuchungen iiber Reibung im Meere haben Werte um etwa
200 gegeben,

Eine einfache Uberlegung zeigt auch, daB keine Identitit zwischen den beiden
Grofen vorliegen kann. Ekman hat den Begriff Reibungstiefe eingefithrt. Es ist dies
die Tiefe, wo der Windstrom auf e " seines Wertes an der Oberfliche gesunken ist.
Nehmen wir einen konstanten Wert des Wirmeleitungskoeffizienten an, so ist das erste
Glied in der Fourierentwicklung

R e 2,, cos (gt—— V—z— )

Setzen wir
ag
’/ — D=
27y T
haben wir -
D= V21
o
Es ist aber
6=2.10""
und demnach _
D==10'Yy.

Wenn 7 etwa den Wert 200 haben sollte, wiirde die Jahresschwankung erst in 1400 m
Tiefe verschwunden sein. Keine Temperaturmessungen im Meere deuten darauf hin, daB
die Jahresschwankung mehr als 5 bis 6 Hundert m in die Tiefe geht und daB 4 somit
den Wert 40 nur.selten tbersteigt. In unserem Falle haben wir gesehen, daB nur an
der Oberfliche so groBe Werte wie 20 in Frage koinmen.

Gedruckt 30. Oktober 1933.



